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پیش گفتار
اعتماد قابلیت نظریه تخصصی سمینار ششمین بتوانیم تا نمود یاری را ما که سپاس گزاریم را بزرگ خداوند
وابستگی، و اعتماد قابلیت ترتیبی، داده های علمی قطب همکاری با ١٣٩٩ ماه مرداد در را آن کاربردهای و
اسلام جهان علوم استنادی پایگاه و ایران آمار انجمن حمایت و فناوری و علوم اطلاع رسانی منطقه ای مرکز

کنیم. برگزار مازندران دانشگاه در مجازی به صورت
شیوع دلیل به که شود برگزار ١٣٩٩ فروردین ٢٨ و ٢٧ در حضوری به صورت بود قرار ابتدا سمینار این
برگزاری کمیته شرکت کنندگان، سلامت حفظ و ویروس این آینده وضعیت نبودن مشخص نیز و کرونا ویروس
ارائه برای مناسب فرصت ایجاد گرفت. کنفرانس ویدئو به صورت آن مجازی برگزاری به تصمیم سمینار، این
کنندگان، شرکت نظر تبادل اعتماد، قابلیت مختلف شاخه های در پژوهشی و علمی دستاوردهای جدیدترین
این اهداف از مختلف حوزه های در اعتماد قابلیت کاربران با ارتباط ایجاد و دانشجویان علمی سطح ارتقای
علم از شاخه این ارتقای موجبات و موفق خود اهداف به دستیابی در سمینار این امیدواریم می باشد. سمینار

آورد. فراهم را ایران در آمار
مقاله ٧ تعداد و سخنرانی به صورت مقاله ٣١ تعداد داوری، از پس دریافتی مقالات بین از سمینار این در

شد. پذیرفته پوستر به صورت
همچنین نمایم. تشکر سمینار داوران کمیته نیز و سمینار اجرایی و علمی کمیته های اعضای از می دانم لازم
فناوری مرکز مدیر مازندران، دانشگاه فناوری و پژوهش محترم معاونت مازندران، دانشگاه محترم ریاست از
فناوری مرکز کارشناسان از همچنین و آمار گروه در همکارانم و ریاضی علوم دانشکده رئیس دانشگاه، اطلاعات
علمی قطب حمایت مورد سمینار این کنم. تشکر سمینار این فنی و اجرایی پشتیبانی جهت دانشگاه اطلاعات
و ایران آمار انجمن فناوری، و علوم اطلاع رسانی منطقه ای مرکز وابستگی، و اعتماد قابلیت ترتیبی، داده های
علمی قطب بی دریغ کمک های و حمایت خاصه آن ها حمایت که است بوده اسلام جهان علوم استنادی پایگاه

است. فراوان تشکر و تقدیر شایسته وابستگی و اعتماد قابلیت ترتیبی، داده های
سعادتی نیک، علی آقای عهده به مجموعه این تنظیم و تهیه نیز و سمینار دبیرخانه به مربوط امور کلیه
ایشان فراوان زحمات از بدین وسیله که است بوده مازندران دانشگاه آمار گروه ارشد کارشناسی دانش آموخته
سرکار عهده به کتابچه این جلد طرح نیز و سمینار پوستر طراحی زحمت دارم. را سپاسگزاری و تشکر کمال
قدردانی و تشکر کمال دادند خرج به که حوصله ای و صبر بابت ایشان از که است بوده راکی زاده جوانه خانم
بهره امیدوارم و دارم شادی و سلامتی آرزوی شرکت کنندگان همه برای باریتعالی، خداوند از پایان در دارم. را

ببرند. سمینار این از را لازم علمی

سمینار) (دبیر نشلی اصغرزاده اکبر
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تنش-مقاومت مدل های •
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اعتماد قابلیت در بهینه سازی •
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اصفهان دانشگاه اسدی مجید دکتر .٢
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اصفھان دانشگاه توانگر مهدی دکتر .٧
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آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه تخصصی سمینار ششمین

مشخصه سازی بر اساس نمایی توزیع برازش نیکویی آزمون
ف.١ قاسمی، و م.١ اکبری،

مازندران دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ١

بقا تحلیل مباحث در عمر طول توزیع مهم ترین و ساده ترین به عنوان نمایی توزیع کاربرد به توجه با چکیده:
شده ارائه محققین توسط توزیع این برای برازش نیکویی آزمون های از زیادی نتایج اعتماد، قابلیت نظریه و
با آزمون هایی چنین توان و معرفی آن مشخصه بر اساس برازش نیکویی آزمون آماره های مقاله، این در است.

می شود. مقایسه معروف برازش نیکویی آزمون های توان
برازش. نیکویی آزمون مشخصه سازی، نمایی، توزیع کلیدی: واژه های

مقدمه ١
کاربردهای دارای توزیع، تابع سادگی بدلیل که است عمر طول توزیع های معروف ترین از یکی نمایی توزیع
می کنند. پیروی توزیع این از که دارد وجود زیادی داده های واقعیت در است. اعتماد قابلیت نظریه در فراوان
باتری عمر طول میزان هم چنین است. نمایی توزیع دارای لرزه زمین اولین وقوع تا لازم زمان مثال عنوان به

هستند. نمایی توزیع دارای همگی تلفنی مکالمه زمان مدت یا و ماشین
به آن چگالی تابع هرگاه است λ > ٠ پارامتر با نمایی توزیع از تصادفی نمونه یک Xn ،...،X١ گوییم

باشد. زیر صورت
f(x) = λe−λx, x > ٠,

می شود. داده نشان X ∼ Exp(λ) نماد با و
اهمیت بدلیل می کند. صدق توزیع آن برای فقط که است توزیع یک از ویژگی هایی توزیع، یک مشخصه
از زیادی نتایج تاکنون ... و گاما کای-دو، پارتو، توزیع های نظیر توزیع ها سایر با آن ارتباط و نمایی توزیع
،[۴] می توان توزیع این مشخصه سازی در پیشگام محققین از است. آمده بدست توزیع این مشخصه سازی
و اگر است Exp(λ) توزیع دارای n اندازه به تصادفی نمونه یک که داد نشان [۴] برد. نام را [٣] و [۶]

اگر فقط
nX١:n

d
= X١, n = ١, ٢, ٣, . . . .

m.akbari@umz.ac.ir م.: ١اکبری،

١



٢ ف. قاسمی، و م. اکبری،

است. شده استفاده برازش نیکویی آزمون های ساختن برای ادامه در فوق مشخصه سازی از
برازش یا و برازندگی میزان می کند کمک محقق به که هستند ابزارهایی جمله از برازش نیکویی آزمون های
آزمون های کنون تا کند. اندازه گیری شده تعیین قبل از توزیع یک به را واقعی داده های از مجموعه یک توزیع
اطلاع اساس بر بودن نمایی آزمون [۵] مثال عنوان به است. شده ارائه محققین توسط متعددی بودن نمایی
اساس بر بودن نمایی آزمون [١] داشتند. بودن نمایی آزمون های بر مروری [٨] دادند. انجام کولبک-لایبلر
معرفی قبلا که آزمون هایی از زیادی تعداد توان با را پیشنهادیشان آزمون توان و دادند انجام درستنمایی نسبت
توزیع مشخصه سازی پایه بر برازش نیکویی آزمون های که است داه نشان [٧] اخیراٌ کردند. مقایسه بودند شده
دوم بخش در منظور بدین است. دیگر برازش نیکویی آزمون های به نسبت بهتری کارایی دارای مطالعه، تحت
می شود بررسی آن ها بحرانی ناحیه و معرفی [۴] مشخصه سازی اساس بر بودن نمایی آزمون آماره های مقاله،
کارلو مونت شبیه سازی روش از استفاده با برازش نیکویی آزمون های دیگر با توانشان مقایسه سوم بخش در و

است. گرفته قرار مطالعه مورد

بودن نمایی آزمون ٢
وفقط اگر است λ > ٠ پارامتر با نمایی توزیع از تصادفی نمونه یک X٢ و X١ دسو مشخصه سازی اساس بر

باشد برقرار زیر رابطه اگر
X١

d
= ٢min{X١, X٢}. (١)

نمونه یک Xn،...،X١ اگر می دهد. نشان را λ > ٠ پارامتر با نمایی توزیع های خانواده ρ کنید فرض
دو در می باشد. H١ : F /∈ ρ مقابل در H٠ : F ∈ ρ فرضیه آزمون هدف باشد، F توزیع از تصادفی

می شود. معرفی Vn و Tn آزمون آماره دو زیر بخش

Tn آزمون آماره ٢ . ١
با است برابر Tn آزمون آماره

Tn =

∫ ∞

٠
(Mn(t)− Fn(t))dFn(t), (٢)

U-آماره خود که Xn،...،X١است تصادفی نمونه تجربی توزیع تابع Fn(t) =
١
n

∑n
i=١ I(Xi ≤ t) که

صورت به Mn(t) همچنین I(Xiاست. ≤ t) اریب نا هسته با F (·) توزیع تابع

Mn(t) =
١(
n
٢
) n−١∑

i=١

n∑
j=i+١

I(٢min(Xi, Xj) ≤ t), t > ٠, (٣)

(١) مشخصه سازی بر مبتنی تصادفی متغیر توزیع تابع از آماره ای U حقیقت در که می شود. گرفته نظر در
می باشد.



٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه تخصصی سمینار ششمین

شبیه از استفاده با آماره ای چنین بر مبتنی آزمون توان و بحرانی مقادیر Tn دقیق توزیع بودن نامعلوم به توجه با
می آوریم. بدست زیر صورت به را Tn شده ساده فرم ابتدا منظور بدین می شود. محاسبه کارلو مونت سازی

Tn =

∫ ∞

٠
(Mn(t)− Fn(t))dFn(t)

=
١
n

n∑
j=١

(Mn(x(j))− Fn(x(j))

=
١
n

n∑
j=١

( ١(
n
٢
)∑∑

i<k

I(٢min(Xi, Xk) ≤ x(j))−
j

n

)
.

xn،...،x١ شده ادغام نمونه در x(j) رتبه با است برابر ∑∑
i<k I(٢min(Xi, Xk) ≤ x(j)) کمیت

Tn لذا .j منهای است.) شده داده نشان rj نماد با ادامه در ) ٢min(xi, xk), ١ ≤ i < k ≤ n و
با می شود برابر

Tn =
١
n

n∑
j=١

( ١(
n
٢
)(rj − j)− j

n

)
.

داریم N =
(
n
٢
) گرفتن نظر در با

Tn =
١

٢nN

٢
n∑

j=١
rj − (n+ ١)(n+N)

 .

سه در کارلو مونت روش از استفاده با آزمون این بحرانی مقادیر می کند. رد را صفر فرض Tn بزرگ مقادیر
محاسبه n = ١٠, ٢٠, ٣٠, ۴٠ مختلف حجم های ازای به و α = ٠٫٠١, ٠٫٠۵, ٠٫١ داری معنی سطح

است. شده آورده زیر جدول در و
Tn آزمون آماره بحرانی مقادیر :١ جدول

α

n ٠٫٠١ ٠٫٠۵ ٠٫١
١٠ ٠٫۴٧٢ ٠٫۴٩٨ ٠٫۵١
٢٠ ٠٫۴٧ ٠٫۴٩ ٠٫۴٩۶
٣٠ ٠٫۴۶٨ ٠٫۴٨۶ ٠٫۴٩۴
۴٠ ٠٫۴۶٢ ٠٫۴٨٢ ٫۴٨٩

Vn آزمون آماره ٢ . ٢
صورت به و است کولموگروف-اسمیرنوف آزمون آماره مشابه Vn آزمون آماره

Vn = sup
t≥٠

|Mn(t)− Fn(t)|,
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nتایی نمونه یک در Vn بحرانی مقادیر محاسبه برای است. شده تعریف (٣) در Mn(t) که می شود. تعریف
گرفت نظر در را زیر شده ساده فرم می توان xn ،...،x١

Vn = max١≤i≤n
|Mn(x(i))− Fn(x(i))|

= max١≤i≤n
|Mn(x(i))−

i

n
|.

است. شده داده توضیح قبلا ri که ri − i با است برابر نیز Mn(x(i)) کمیت
α = ازای به صفر فرضیه تحت آماره این بحرانی مقادیر و می کند رد را صفر فرض Vn بزرگ مقادیر
در و محاسبه کارلو مونت شبیه سازی روش از استفاده با n = ١٠, ٢٠, ٣٠, ۴٠ و ٠٫٠١, ٠٫٠۵, ٠٫١

است. آمده زیر جدول
Vn آزمون آماره بحرانی مقادیر :٢ جدول

α

n ٠٫٠١ ٠٫٠۵ ٠٫١
١٠ ٠٫۶ ٠٫۵ ٠٫۴
٢٠ ٠٫۴٠۵ ٠٫٣٣٢ ٠٫٣
٣٠ ٠٫٣٣۴ ٠٫٢۶٩ ٠٫٢٣۶
۴٠ ٠٫٢٨۵ ٠٫٢٣٣ ٫٢٠٨

آزمون توان بررسی ٣
آزمون نظیر معروف برازش نیکویی آزمون های با قبل بخش در شده معرفی آزمون های توان بخش این در

می شود. مقایسه کرامر-فون-میزز آزمون و کولموگروف-اسمیرنوف
کرامر-فون- آزمون آماره و (Dn)کولموگروف-اسمیرنوف آزمون آماره ،H٠ : F = F٠ صفر فرضیه تحت

می شوند. گرفته نظر در زیر صورت به ترتیب به (W ٢
n ) میزز

Dn = max{٠, max١≤i≤n
[
i

n
− F٠(x(i))], max١≤i≤n

[F٠(x(i))−
i− ١
n

]},

و

W ٢
n =

١
١٢n +

n∑
i=١

(٢i− ١
٢n − F٠(x(i))

)٢
.

توزیع های بودن، نمایی آزمون جهت ،W ٢
n و Dn ،Vn ،Tn آماره های بر مبتنی آزمون های توان مقایسه برای

است. [٢] از برگرفته توزیع ها این که است توجه قابل است. شده گرفته نظر در مقابل توزیع های عنوان به زیر
است. شده داده نشان W (θ) نماد با که θxθ−١e−xθ چگالی با وایبل توزیع -١
است. شده داده نشان Γ(θ) نماد با که ١

Γ(θ)x
θ−١e−x چگالی با گاما توزیع -٢

می شود. داده نشان LN(θ) نماد با که ٢√١πxθe
− (log x)٢

٢θ٢ چگالی با نرمال لگ توزیع -٣
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می شود. داده نشان U نماد با که ،٠ ≤ x ≤ ١ ،١ چگالی با یکنواخت توزیع -۴
با α = ٠٫١ سطح در کرامر-فون-میزز و کولموگروف-اسمیرنوف آزمون های بحرانی مقادیر علاوه براین
توان مقادیر ادامه در است. آمده بدست ٠٫٣۴۴ و ٠٫٢۶۶ با برابر ترتیب به کارلو مونت روش از استفاده
جدول این نتایج است. شده داده نشان ٣ جدول در و محاسبه کارلو مونت روش از استفاده با آزمون ها

Vn آزمون آماره بحرانی مقادیر :٣ جدول
α

n Alter. Tn Vn Dn W ٢
n

W (٠٫٨) ١ ١ ٠٫۶٨٣۴ ٠٫٩٧١٢
W (١٫۴) ١ ١ ٠٫٩٣٩٧ ٠٫٩٩٩

١٠ Γ(٠٫۴) ١ ٫٩٩٧٧ ٠٫٧۴۵۴ ٠٫٣٠٧
Γ(١) ١ ١ ٠٫٧۶۵۵ ٠٫٩٩٣۵
Γ(٢) ١ ١ ١ ١

LN(٠٫٨) ١ ١ ١ ١
LN(١٫۵) ١ ١ ١ ١

U ١ ٠٫٩٩٩۵ ٠٫٣٧۶٢ ٠٫٩١٩

و کولموگروف-اسمیرنوف آزمون های توان از بیشتر موارد همه در Vn و Tn آزمون های توان که می دهد نشان
است. کرامر-فون-میزز
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شتابیده شکست زمان رگرسیون در برآوردیابی روش های بر مروری
و.١ فکور، و ن.١ امیری،

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ١

محققان از بسیاری توجه مورد دیرباز از پاسخ متغیر بر کمکی متغیر عنوان به فاکتور یک تاثیر بررسی چکیده:
نوع یک که دارند وجود آن برای خاصی آماری مدل های باشد بقا زمان پاسخ متغیر اگر حال است. گرفته قرار
برآورد مختلف روش های بر مختصری مرور مقاله این در است. شتابیده شکست زمان رگرسیون آن کاربرد پر
مورد روش های داشت. خواهیم شده سانسور داده های تحت شتابیده شکست زمان مدل در رگرسیونی پارامتر
درستنمایی روش و هسته با ماکسیمم درستنمایی -روش رتبه ها -روش مربعات کمترین روش از عبارتند بررسی
که می شود محسوب برآورد روش های بهترین از یکی تجربی درستنمایی روش روش ها، این بین در تجربی.

می گیرد. قرار بررسی مورد بیشتر واقعی داده   ی و سازی شبیه از استفاده با
برآوردیابی. معادله شتابیده، شکست زمان رگرسیون تجربی، درستنمایی شده، سانسور داده های کلیدی: واژه های

مقدمه ١
هستند. پیشامد یک رخداد تا لازم زمان مدت که می شویم مواجه داده هایی با آماری بررسی های در گاهی
پیشامد از منظور باشد. نظر مورد پیشامد رخداد زمان در فرد سن یا و هفته ماه، سال، می تواند زمان از منظور
تعریف تجربه هر کلی طور به یا و کار بازار به دانشگاه آموخته دانش یک جذب بیماری، بروز مرگ، تواند می
گفته بقا داده های زمان، حسب بر داده های گونه این به می شود. مواجه آن با (مولفه) فرد که باشد ای شده
با تصادفی متغیری که می کنند گیری اندازه را خاصی پیشامد وقوع تا زمان بقا، داده های واقع در می شود.
مختلفی رشته های در داده ها از نوع این شوند. می فرض پیوسته توزیع دارای معمولا و هستند مثبت مقادیر
بقا داده های بارز و مهم های ویژگی از یکی می شوند. پدیدار همه گیرشناسی و کشاورزی پزشکی٬ جمله از
مطالعه پایان تا را نظر مورد پیشامد (مولفه) فرد که می دهد رخ زمانی بقا داده های سانسور است. سانسور
بیشتر فرد بقای زمان حالتی چنین یک در نیست. مشخص نظر مورد پیشامد دقیق زمان و باشد نکرده تجربه

است. شده مشاهده زمان از
معرض در اغلب داده ها نوع این چون که است این دارد وجود بقا داده های با ارتباط در که مهمی نکته
بقا داده های برای زیرا کرد. استفاده آن ها تحلیل برای خطی رگرسیون مدل های از نمی توان دارند قرار سانسور

بکار بقا داده های مدل سازی برای که رگرسیونی روش های بنابراین نیست. برقرار خطی رگرسیون فرضیات
narjes.amiri@mail.um.ac.ir ن.: ١امیری،

٧
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شتابیده١ شکست زمان رگرسیونی مدل باشند. کلاسیک خطی رگرسیون از متفاوت بایستی می شوند گرفته
رگرسیون می رود. کار به بقا داده های تحلیل برای که است آماری مدل های کاربردترین پر از یکی (AFT)
مدل این از نامی اما شد برده کار به سرطان داده های تحلیل برای (١٩۶۶) پایک توسط بار نخستین AFT
آن پارامتری مدل که می شود تقسیم نیم-پارامتری و پارامتری دسته دو به مدل این نشد. ذکر اش مقاله در
(١٩٨٠) پرنتیس و کلبفلش توسط بار نخستین آن نیم-پارامتری مدل و (١٩٧٢) کاکس توسط بار نخستین
در رگرسیونی پارامتر برآورد می گیرد. قرار مطالعه مورد AFT نیم-پارامتری مدل مقاله این در شدند. معرفی
درستنمایی و هسته با ماکسیمم درستنمایی ها، رتبه مربعات، کمترین روش های از استفاده با تاکنون مدل این
اختصار به و می پردازیم روش ها این مرور به مقاله این در ما است. گرفته قرار تحقیق و مطالعه مورد تجربی

داد. خواهیم شرح را آنها

شتابیده شکست زمان رگرسیون ٢
خطا باشد ε و کمکی متغیر بردار Z رگرسیونی، پارامتر های بردار β مثبت، تصادفی متغیر یک T کنید فرض

می شود. تعریف زیر صورت به شتابیده شکست زمان رگرسیون مدل اینصورت در

log (T ) = βτZ + ε, (١)
پاسخ متغیر لگاریتم روی خطی صورت به کمکی متغیر های AFT مدل در می شود ملاحظه که همانطوری
روش های مرور به ادامه در می شود. AFTمحسوب مدل بارز ویژگی های از یکی این واقع در می گذارند. تاثیر

پردازیم. می شده سانسور داده های تحت β پارامتر برآوردیابی
عبارت شده مشاهده داده های راست، سانسور فرآیند تحت باشد. (مولفه) فرد یک عمر طول Ti کنید فرض
سانسور تصادفی متغیر Ci و δi = I(Ti ≤ Ci) و Yi = min (Ti, Ci) آن در که (Yi, δi, Zi) از اند

کنید فرض است.
log (Ti) = βτZi + εi, i = ١, ٢, . . . , n. (٢)

مربعات کمترین روش ٢ . ١

مدل تحت که است خطا مربعات کمترین روش β پارامتر برآورد جهت کلاسیک روش یک سانسور غیاب در
بود. خواهد زیر فرم به (٢)∫

ε٢dF =

∫
(log (Ti)− βτZi)

٢dF, (٣)
است. ε تصادفی متغیر توزیع تابع F آن در که

١Accelerated failure time
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را راست سانسور داده های حضور در β برآورد مسئله مربعات کمترین مفهوم از استفاده با (١٩٧۶) میلر
رسید زیر معادله به (٣) در ٢ کاپلان-مه یر برآوردگر جایگذاری با او داد. قرار مطالعه مورد

∫
ε٢dF̂KM(ε) =

∑
uc

νi(log (Ti)− βτZi)
٢, (۴)

داده های روی بالا مجموع و می دهد اختصاص ها εi به کاپلان-مه یر برآوردگر که است وزنی νi آن در که
معادله اصلاح با وی است. ناسازگار حاصل برآوردگر و ناپیوسته معادله یک (۴) معادله است. نشده سانسور
عمل در شرط آن اما بود نرمال مجانبی طور به و سازگار خاص شرطی تحت که آورد به دست برآوردگری (۴)
و می کرد استفاده سانسور غیر داده های از تنها داد پیشنهاد میلر که برآوردگری طرفی از نبود. برقرار همیشه
این بر غلبه برای نباشد. کارا حاصل برآوردگر می شود باعث این نمی گرفت. نظر در را شده سانسور داده های

[١] جیمز و باکلی مشکل

هستند مشاهده قابل ها Yi تنها شده سانسور داده های حضور در دریافتند آنها دادند. پیشنهاد جدیدی روش
داد: پیشنهاد را زیر عبارت ،(٣) فرمول در log (Ti) از استفاده جای به لذا

Ŷi(β) = δi log (Yi) + (١ − δi){
∫∞
εi(β)

udF̂KM(u)

١ − F̂KM(εi(β))
+ βτZi}, (۵)

می آید: دست به زیر معادله حل از β پارامتر باکلی-جیمز برآوردگر بنابراین
n∑

i=١
(Zi − Z̄)(Ŷi(β)− βτZi) = ٠. (۶)

مشتق و یکنوا اتابعی مذکور ی معادله که است این دارد وجود جیمز باکلی- معادله با رابطه در که مشکلی
شبیه با و تئوری اثبات بدون جیمز و باکلی رو این از بود. خواهد دشوار ریشه یابی فرآیند لذا نیست β از پذیر
مشکل این حل برای است. نرمال تقریبی توزیع دارای دادند نشان و کردند بررسی را β̂ حدی رفتار سازی
تقریب را (۶) برآورد یابی معادله که کردند معرفی یکنوا برآورد یابی معادلات از کلاسی [٣] همکاران و جین

می شود. تعریف زیر شکل به و می زند

U(β, b) =
n∑

i=١
(Zi − Z̄){(Ŷi(b)− Ȳi(b))− βτ(Zi − Z̄)},

٢Kaplan-Meier
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آن در که
Ȳ (b) = n−١

n∑
i=١

Ŷi(b)

طور به و سازگار برآوردگری می آید دست به U(β, b) = ٠ معادله حل از که β̂-ای دادند نشان آنها
بازنمونه گیری روش از برآوردگر این واریانس-کواریانس ماتریس محاسبه برای همچنین است. نرمال مجانبی
جمله از نیز (١٩٩١) همکاران و لای و (١٩٩٠) همکاران و ریتاو ،(١٩٨١) همکاران و کول کردند. استفاده

کردند. استفاده نیز رگرسیونی پارامتر برآورد برای خطا مربعات کمترین روش از که بودند کسانی

رتبه روش ٢ . ٢
پیشنهاد شد ساخته لگاریتم-رتبه آماره پایه ی بر که را رتبه برآوردگر رتبه، مفهوم از استفاده با (١٩٧٨) پرنتیس

است زیر صورت به β برای وزنی ١ لگاریتم-رتبه تابع کلی حالت در داد.

Uπ(β) =
n∑

i=١
δiπ(β, εi(β)){Zi −

∑n
j=١ ZjI{εj(β) ≥ εi(β)}∑n
j=١ I{εj(β) ≥ εi(β)}

} (٧)

صورتی در است. نشانگر تابع I(·) و شود بیان داده ها حسب بر می تواند که است وزنی تابع یک π آن در که
اگر و شد معرفی (١٩٧٧) همکاران و مانتل توسط که است لگاریتم-رتبه آماره (٧) معادله آنگاه π = ١ که
تیسیاتیس بود. خواهد (گهان،١٩۶۵) گهان آماره ٬ حاصل معادله آنگاه π =

∑n
j=١ I{εj(β) ≥ t}

دست به Uπ(β) = ٠ حل از که -ای β̂ دادند نشان (١٩٩٣) یینگ و (١٩٩١b) یینگ و لای (١٩٩٠)
برآورد و دارد ای پیچیده فرم حاصل برآوردگر واریانس نیز اینجا در است. نرمال مجانبی توزیع دارای آید می
نیست یکنوا و پیوسته که است تابعی Uπ(β) مربعات، کمترین روش مانند است. خطر تابع برآورد مستلزم آن
معرفی یکنوا برآوردیابی معادلات از کلاسی [٢] همکاران و جین بود. خواهد دشوار کاری β̂ کردن پیدا لذا

از است عبارت معادله این می زند. تقریب را (٧) معادله که کردند
Ũ(β; β̂) = n−١

n∑
i=١

n∑
j=١

ψ(β̂; εi(β̂))δi(Zi − Zj)I{εi(β) ≤ εj(β)} (٨)

آن در که
معادله حل از حاصل برآوردگر دادند نشان آنها .ψ(b;x) = π(b;x)/

∑n
j=١ I{εj(β) ≥ t}

واریانس- ماتریس محاسبه برای همچنین است. نرمال مجانبی طور به و سازگار برآوردگری Ũ(β; β̂) = ٠
کردند. استفاده نیز بازنمونه گیری روش از برآوردگر این کواریانس

هسته با ماکسیمم درستنمایی روش ٢ . ٣
دادند ارائه رگرسیونی پارامترهای برای برآوردگری هسته تابع و درستنمایی تابع کارگیری به با [۵] لین و زنگ
لگاریتم تابع سازی ماکسیمم با β برآورد واقع در است. نرمال توزیع دارای مجانبی طور به و سازگار که

١Log-rank
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می آید به دست زیر درستنمایی

ln(β) =
١
n

n∑
i=١

δiβ
τZi(Yi)−

١
n

n∑
i=١

δiRi(β)

+
١
n

n∑
i=١

δi log {
١
nan

n∑
j=١

δjK(
Rj(β)−Ri(β)

an
)}

−١
n

n∑
i=١

δi log {
١
n

n∑
j=١

∫ (Rj(β)−Ri(β))/an

−∞
K(s)ds} (٩)

است. Ri(β) = log
∫ Yi expβ

τZ(s)+ε
٠ ds و an نوار پهنای با ١ هسته تابع K(.) آن در که

مجانبی طور به کواریانس ماتریس که داد نشان او دارند ای پیچیده واریانس که روش ها از بسیاری خلاف بر
می شود. برآورد به راحتی و باشد می کارا باند با برابر

تجربی درستنمایی روش ۴ . ٢

می دهد را اجازه این تحلیل گر به که است آماری استنباط در ناپارامتری روش یک تجربی درستنمایی روش
تجربی درستنمایی بپردازد. آماری استنباط به درستنمایی روش های طریق از و داده ها توزیع دانستن بدون تا
بقای تابع برای بهتری اطمینان فواصل ساخت منظور به (١٩٧۵) مه یر گرانک و توماس توسط بار نخستین
مه یر٬ گرانک و توماس ایده ی اساس بر نکردند. ذکر مقاله در روش این از نامی آنها اما شد معرفی جامعه
از نمود. ارائه کامل داده های برای ناپارامتری استنباط در را تجربی درستنمایی از کلی چارچوب (١٩٨٨) آون
دارای تجربی درستنمایی یافت. گسترش آمار شاخه های از بسیاری در تجربی درستنمایی از استفاده زمان آن
از یکی می شود. موجود روش های به نسبت روش این برتری موجب که است مطلوبی آماری ویژگی های
حال است. واریانس برآورد و محاسبه به نیاز بدون اطمینان فواصل ساخت تجربی درستنمایی بارز ویژگی های
داده ها این وجود با نامعلوم واریانس های برآورد و هستیم مواجه ناتمام داده های با بقا تحلیل در که آنجایی از
راهکار می تواند روش این می گیرند قرار استفاده مورد عمل در محدود صورت به اغلب و بوده دشوار بسیار
داده های حضور در تجربی درستنمایی ابزار از استفاده با بنابراین باشد. مشکل این حل برای مناسبی بسیار

دادند. ارائه β رگرسیونی پارامتر برای نتایجی AFT مدل در [٧] لی و ژو و [۶] ژو شده سانسور
بود: خواهد زیر به صورت تجربی درستنمایی شده سانسور داده های حضور در

EL(β, F ) =
n∏

i=١
pδii (١ −

∑
εj(β)≤εi(β)

pj)
١−δi (١٠)

.pi ≥ ٠,∑n
i=١ pi = ١ آن در که

١Kernel function
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رتبه برآوردیابی معادله پایه ی بر تجربی درستنمایی روش ١ . ۴ . ٢

آورد به دست زیر فرم به محدودیتی (٧) رتبه پایه بر برآوردیابی معادله کارگیری به با ژو

٠ =
n∑

i=١
δipiπ(εi(β))

Zi − Z̄

nwi
(١١)

آن در که
Z̄ =

∑n
j=١ ZjI{εj(β) ≥ εi(β)}∑n
j=١ I{εj(β) ≥ εi(β)}

,

تجربی درستنمایی نسبت آماره داد نشان وی است. εi(b) نقطه در کاپلان-مه یر برآورد گر جهش اندازه wi و
β = β٠ فرض تحت

−٢ log
supF EL(β٠, F )
EL(β̂, F̂KM)

صورت است ذکر قابل می کند. میل یک آزادی درجه با دو کی توزیع سمت به بزرگ نمونه های اندازه برای
به واقعی داده های تحلیل و سازی شبیه از استفاده با ژو شود. می ماکسیمم (١١) محدودیت تحت کسر

پرداخت. خود پیشنهادی روش صحت بررسی
١ شکل مطابق Q-Q نمودار رسم با و log (T ) = ٢x + ε مدل گرفتن نظر در با وی سازی شبیه •
(bشکل) لگاریتم-رتبه و (aشکل) گهان آماره های با تجربی درستنمایی نسبت حدی توزیع داد نشان

است. آزادی درجه یک با کای-دو توزیع

رتبه پایه بر محدودیت با تجربی درستنمایی نسبت برای Q-Q نمودار :١ شکل

مدل ،((١٩٨٢) هلپرن، و (میلر استنفورد قلب پیوند داده های از استفاده با همچنین ژو واقعی داده ی •
برآوردگر آورد. به دست را β پارامتر ای فاصله و ای نقطه برآورد گهان، آماره و log (y) = βage+ε

اطمینان های فاصله آن بر علاوه .-٠/٠٢۵٣ با است برابر داده ها این برای β پارامتر نقطه ای ای رتبه
-٠/٠۴۶٠/٠٠-،٢٣۴۴) و (-٠/٠۴۴۶،-٠/٠٠٣٠١) ترتیب به والد و تجربی درستنمایی صد در ٩۵
برای است ذکر قابل برابرند. هم با تقریبا اطمینان فاصله دو هر می شود مشاهده که همانطوری هستند. (



١٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه تخصصی سمینار ششمین

به دست نمونه گیری باز بار ١٠٠٠٠ با که است β̂ واریانس برآورد به نیاز والد اطمینان فاصله ساختن
ژو توسط پیشنهادی روش دهند می نشان واقعی داده ی و سازی شبیه مطالعات نتیجه در است. آمده
می شوند. انجام کوتاهتری زمان در محاسبات لذا و ندارد واریانس برآورد به نیاز زیرا است خوبی روش

باکلی-جیمز برآوردیابی معادله پایه ی بر تجربی درستنمایی روش ٢ . ۴ . ٢

صورت آن تحت که ساختند زیر فرم به محدودیتی (۶) باکلی-جیمز برآوردیابی معادله از استفاده با لی و ژو
شود می ماکسیمم تجربی درستنمایی کسر

٠ =
n∑

i=١
δipiεi(b){Zi +

∑
δj=٠,j:εj≤εi

Zj∆F̂KM(εi)

١ − F̂KM(εj)
}, (١٢)

آزادی درجه یک با دو کی بزرگ n های برای تجربی درستنمایی نسبت لگاریتم حدی توزیع کردند ثابت آنها
پرداختند. استنفورد قلب پیوند داده های و سازی شبیه نتایج تحلیل به خود پیشنهادی روش ارزیابی برای و است
سازی شبیه بار ١٠٠٠ انجام با y = ٠٫۵+١٫۵x+ε مدل گرفتن درنظر با ابتدا در آنها سازی شبیه •
برآوردگر واریانس از استفاده با (که (BJvar) والد و (EL) تجربی درستنمایی نسبت آماره های مقدار

دادند. ارائه ٢ شکل مطابق را Q-Q نمودار و کردند محاسبه را می آید) دست به باکلی-جیمز

باکلی-جیمز پایه بر محدودیت از استفاده با تجربی درستنمایی نسبت برای Q-Q نمودار :٢ شکل

تجربی درستنمایی نسبت آماره ی برای کای-دو توزیع برازش که است این دهنده ی نشان ٢ شکل
متناظرش کای-دو مقدار های از کمتر شده محاسبه والد١ آماره مقدارهای همچنین و است بوده خوب
روش برتری واقع در ٢ شکل نمی یابد. کاهش اختلاف این نمونه اندازه افزایش با حتی طوریکه به است
پیشنهادی روش همچنین آنها می گذارد. نمایش به مجانبی نرمال روش به نسبت را تجربی درستنمایی
جینگ و (کین (ELSD) مصنوعی٢ داده های پایه بر تجربی درستنمایی روش با را (ELBJ) خود

١Wald statistics
٢Synthetic data
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تجربی درستنمایی نسبت آماره به مربوط پلات کانتر :٣ شکل

دهنده ی نشان سازی شبیه نتایج کردند. مقایسه y = x+ ε مدل تحت (٢٠٠٣ ونگ و لی و ٢٠٠١
اندازه های برای اما کنند می عمل خوب روش دو هر بزرگ نمونه های اندازه برای که بود واقعیت این

می کند. عمل ELSD از بهتر ELBJ بالا سانسور درصد با بخصوص کوچک نمونه های

(١٩٨٢ هلپرن و (میلر استنفورد قلب پیوند داده های تحلیل برای را زیر مدل لی و ژو واقعی داده ی •
گرفتند نظر در

log(Ti) = β١ + β٢age+ εi,

شکل در که (−٠٫٠١٩, ٣٫۵٢٧) از است عبارت (β̂١, β̂٢) باکلی-جیمز برآوردگر بالا مدل تحت
فاصله توانستند (٣ (شکل کانتور نمودار رسم با همچنین می گیرد. قرار کانتور ها وسط در X نماد با ٣
به ٣ شکل مشاهده با کنند. بررسی را دو آن بین رابطه و β٢ و β١ برای تجربی درستنمایی اطمینان
به β٢ و β١ پارامتر برای درصد ٩۵ سطح در تقریبی تجربی اطمینان فاصله که می شود دیده راحتی
نرمال اطمینان فاصله که حالی در .(−٠٫٠٣۶, ٠٫٠٠٢۶) و (٢٫٧۵, ۴٫٢۵) با است برابر ترتیب
ترتیب به آید می به دست باکلی-جیمز برآوردگر واریانس از استفاده با که پارامتر دو این برای مجانبی
اطمینان فاصله می شود دیده که همانطور .(−٠٫٠١٨٩−,٠٫٠٢٠٩) و (٣٫۴٨, ٣٫۵٧) با است برابر
نرمال اطمینان فاصله محاسبه برای زیرا است مجانبی نرمال اطمینان فاصله از تر پهن تجربی درستنمایی
از آن، بر علاوه ندارد. نظری توجیه هیچ که کردند استفاده باکلی-جیمز برآوردگر واریانس از مجانبی
با β̂١ برآوردگر دارند راست) سمت پایین به چپ سمت بالا (از نزولی حالت کانتور ها نقاط که آنجایی

دارد. معکوس رابطه ی β̂٢ برآوردگر
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نتیجه گیری ٣
محسوب بقا های داده تحلیل برای کاربردی و مفید مدل های از یکی شتابیده شکست زمان رگرسیونی مدل
پارامتر برآورد روش های اختصار به مقاله این در است. گرفته قرار محققان از بسیاری توجه مورد که شود می
مناسب ترین از یکی تجربی درستنمایی روش روش ها، این بین در کردیم. معرفی را مدل این تحت رگرسیونی
نتایج است. شده سانسور داده های تحت شتابیده شکست زمان رگرسیون مدل در پارامتر برآورد برای روش ها
با تجربی درستنمایی برآورد مسئله طرفی از رسانند. می را موضوع این اهمیت واقعی داده ی و سازی شبیه
پژوهش های برای تواند می (٢٠٠٧ لین، و (زنگ هسته با ماکسیمم درستنمایی برآوردیابی معادله ی از استفاده

شود. گرفته نظر در آتی
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سانسور شده داده های از استفاده با تعمیم یافته ناقص لوجستیک توزیع تجربی بیز و بیز برآورد
II نوع فزاینده

ا.٢ شجاعی، و م.١ بابانژاد، ،١ غ. جرجانی،
گلستان دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، گروه ١

اصفهان دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده آمار، گروه ٢

تعمیم ناقص لوجستیک توزیع اعتماد قابلیت تابع و پارامتر تجربی بیز و بیز برآورد به مقاله این در چکیده:
است. شده پرداخته نامتقارن و متقارن های زیان تحت II نوع فزاینده سانسور شده داده های از استفاده با یافته
نظر در نامتقارن زیان توابع عنوان به آنتروپی، و لاینکس زیان توابع و متقارن زیان تابع برای خطا، مربع زیان
یافته تعمیم ناقص لوجستیک توزیع اعتماد قابلیت تابع و پارامتر بیز برآوردگرهای مقاله، این در شده اند. گرفته
روش از استفاده با پارامتر ابر بودند، وابسته دیگری پارامتر به برآوردگرها این که آنجایی از و شد محاسبه
تجربی بیز برآوردگر بیزی، برآوردگرهای در پارامتر ابر برآوردگر جایگذاری با و شد برآورد ماکزیمم درستنمایی
مونت کارلو شبیه سازی روش های از مختلف، زیان های تحت برآوردی روش دو این مقایسه برای آمد. بدست

است. شده استفاده
اعتماد، قابلیت تابع تجربی، بیز ،II نوع فزاینده سانسور تعمیم یافته، ناقص لوجستیک توزیع کلیدی: واژه های

نامتقارن. زیان تابع

مقدمه ١
می باشد. تعمیم یافته ناقص لجستیک توزیع اعتماد قابلیت و عمر طول مطالعات در مهم های توزیع از یکی

[١] از است عبارت به ترتیب تعمیم یافته ناقص لجستیک توزیع چگالی تابع و توزیع تابع

F (x|β) = ١ −
[ ٢e−x

١ + e−x

]β
, x > ٠, β > ٠, (١)

f(x|β) = β(٢e−x)β

(١ + e−x)β+١ , x > ٠, β > ٠. (٢)

gh.jorjani97@stu.gu.ac.ir غ.: ١جرجانی،

١۶
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با است برابر t زمان در تعمیم یافته ناقص لوجستیک توزیع ،R(t) اعتماد، قابلیت تابع همچنین

R(t) =

[ ٢e−t

١ + e−t

]β
. (٣)

اولین مشاهده با بگیرد تصمیم آزمایشگر اگر و است II نوع سانسور از تعمیمی II نوع فزاینده سانسور داده
دومین زمان در و کند خارج آزمایش از تصادف به را باقیمانده سالم آزمایشی واحدهای از واحد R١ شکست،
ادامه را کار این و کند خارج آزمایش از تصادف به را باقیمانده سالم آزمایشی واحدهای از از R٢واحد شکست،
Rm = n−R١−R٢−...−Rm−١−m یعنی باقیمانده واحدهای همه شکست mامین زمان در تا دهد
شکست زمان حالت این در دهد. می رخ II نوع از فزاینده سانسور اینصورت در کند، خارج آزمایش از را
اساس بر درستنمایی تابع بنابراین اند. شده تعیین قبل از های ثابت ها Ri مقادیر و اند تصادفی متغیر واحدها

از است عبارت فوق شده سانسور نمونه

L(β) = C
m∏
i=١

f(xi|β) [١ − F (xi|β)]Ri , (۴)

زمان کنید فرض باشد. می C = n(n − ١ − R١)...(n − R١ − Rm−١ −m − ١) آن در که
سانسور نمونه یک X١:m:n, ..., Xm:m:n و (١) چگالی با تعمیم یافته ناقص لوجستیک توزیع دارای شکست
با اختصار به که باشد لوجستیک توزیع از R = (R١, R٢, ..., Rm) سانسور طرح با دوم نوع فزاینده شده
جایگذاری با دوم نوع فزاینده شده سانسور نمونه اساس بر درستنمایی تابع دهیم. می نشان X١, ..., Xm

می آید: به دست زیر به صورت (۴) رابطه در (٢) رابطه و (١) رابطه

L(β) ∝ βme
β

Σm
i=١(Ri+١) ln( ٢e−xi

١ + e−xi
)


. (۵)

بیز برآورد ٢
دارای مزدوج، پیشین چگالی ،β پارامتر برای شده گرفته نظر در پیشین توزیع درستنمایی تابع ساختار به توجه با

فرم به چگالی
π(β) =

ba

Γ(a)
βa−١e−bβ, a > ٠, b > ٠, (۶)

درستنمایی تابع از استفاده با باشد. می b و a پارامترهای با گاما های چگالی خانواده فوق، خانواده است.
می آید: به دست زیر به صورت β پسین چگالی ،(۶) پیشین چگالی و (۵) رابطه

π(β|x) =

(
b− Σm

i=١(Ri + ١) ln( ٢e−xi

١ + e−xi
)

)m+a

βm+a−١

Γ(m+ a)
(٧)
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× e
−β

b−Σm
i=١(Ri+١) ln( ٢e−xi

١ + e−xi
)


.

خطا مربع زیان تحت اعتماد قابلیت تابع و β پارامتر بیز برآوردگر ٢ . ١

یعنی باشد خطا مربع زیان تابع گر ا
L(β̂, β) = (β − β̂)٢,

می آید: به دست زیر به صورت می دهیم نمایش β̂s با را آن که β پارامتر بیز برآوردگر آنگاه
β̂s = E(β|X).

می آیند به دست زیر به صورت (٧) رابطه به توجه با اعتماد قابلیت تابع و β پارامتر بیز برآوردگر بنابراین

β̂s =
m+ a

b− T
, (٨)

R̂s = (
b− T

b− T − T ∗ )
m+a, (٩)

می باشند. T ∗ = ln

( ٢e−t

١ + et

)
و T = Σm

i=١(Ri + ١) ln( ٢e−xi

١ + e−xi
) آن در که

آنتروپی زیان تحت اعتماد قابلیت تابع و β پارامتر بیز برآوردگر ٢ . ٢

گرفت: نظر در زیر فرم به می توان را β برای آنتروپی زیان تابع
L(δ) = δ − ln δ − ١,

می داده نمایش β̂E با آنتروپی زیان تحت β بیز برآوردگر است. β برآوردگر یک β̂ و δ = β̂
β آن در که

آید: می بدست زیر صورت به و شود

β̂E =

(
E(

١
β
|X)

)−١
=
m+ a− ١
b− T

, (١٠)

آید: می بدست زیر بصورت اعتماد قابلیت تابع همچنین و

R̂E =

(
b− T

b− T + T ∗

)−(m+a)

. (١١)
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خطی-نمایی زیان تحت اعتماد قابلیت تابع و β پارامتر بیز برآوردگر ٢ . ٣
شود می تعریف زیر صورت به β پارامتر برای خطی-نمایی زیان تابع

L(∆) ∝ exp(c∆)− c∆− ١; k ̸= ٠,
است. ∆ = β̂ − β آن در که

به خطی-نمایی زیان تحت و (٧) رابطه به توجه با اعتماد قابلیت تابع و β پارامتر بیز برآوردگر بنابراین
آیند: می دست به زیر صورت

β̂L = −m+ a

c
log

(
b− T

c+ b− T

)
, (١٢)

R̂L = −m+ a

c
ln

(
b− T

b− T − cT ∗∗

)
. (١٣)

باشد. می T ∗∗ =
٢e−t

١ + et
آن در که

تجربی بیز برآورد ٣
پارامترهای با گاما های توزیع ی خانواده از β پارامتر برای مزدوج پیشین های توزیع خانواده (۶) به توجه با

باشد. می نامعلوم b و معلوم a
(١٣) و (١٢) ، (١١) ، (١٠) ، (٩) ،(٨) در آمده بدست بیز برآوردگرهای شود می مشاهده که همانطور
برای [٣] تجربی بیز روش از توانیم می باشد، نامعلوم b پیشین توزیع که وقتی باشند. می b پارامتر به وابسته

شود: می محاسبه زیر صورت به X ای حاشیه چگالی (۶) و (۵) به توجه با . کنیم استفاده آن برآورد

f(X|b) ∝
∫ +∞

٠
βmeβT

ba

Γ(a)
βa−١e−bβdβ.

نمایش b̂ با را آن که b (MLE ) ماکزیمم درستنمایی برآورد f(X|b) به توجه با و معلوم a فرض با
با است برابر دهیم می

b̂ =
a

a− ١T.
صورت به را اعتماد قابلیت و تجربی بیز برآوردگرهای بیز، برآوردگرهای در b جای به b̂ جایگذاری با حال

آوریم: می دست به زیر

β̂ES =
(m+ a)(a− ١)

T
, (١۴)

β̂EE =
(m+ a− ١)(a− ١)

T
, (١۵)
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β̂EL = −m+ a

c
Log

[
T

c(a− ١) + T ∗

]
, (١۶)

R̂ES =

[
T

T − (a− ١)T ∗

]m+a

, (١٧)

R̂EE =

[
T

T + (a− ١)T ∗

]−(m+a)

, (١٨)

R̂EL = −m+ a

c
Log

[
T

T − c(a− ١)T ∗∗

]
. (١٩)

شبیه سازی ۴
توزیع از II نوع فزاینده شده سانسور های نمونه به نمود مقایسه بتوان را آمده بدست برآوردهای اینکه برای

کنیم: می عمل زیر صورت به [٢] کارلو مونت از استفاده با اینکار برای داریم. نیاز لجستیک
,Z١نامگذاری ..., Zn را متغیرها این کنیم. می سازی شبیه نمایی توزیع از مستقل تصادفی mعدد ابتدا -١
Ui وقتی Zi = − ln(١ − Ui) معکوس تبدیل بردن بکار با توان می را اینکار مثال برای کنیم. می

داد. انجام هستند، استاندارد یکنواخت تصادفی متغیرهای
دهیم می قرار ،i = ١, ٢, ...,m برای -٢

Xi =
Z١
n

+
Z٢

n−R١ − ١ +
Z٣

n−R١ −R٢ − ٢ + ...+
Zi

n−R١ −R٢ −Ri−١ − i+ ١ .
باشند. می نمایی توزیع از II نوع فزاینده شده سانسور های نمونه مرحله این در آمده دست به های نمونه

دهیم می قرار ،i = ١, ٢, ...,m برای -٣
Yi = F−١ (١ − exp(−Xi)) =

Xi

β
+ Log(٢ − exp(−Xi

β
)),

نوع فزاینده شده سانسور های نمونه باشد. می لوجستیک توزیع توزیع، تابع معکوس F−١(.) آن در که
باشد. می F (.) توزیع تابع با لوجستیک توزیع از Y١, ..., Ym یعنی آمده بدست II

(٨) های رابطه از استفاده با را ،R(t) اعتماد، قابلیت تابع و β پارامتر تجربی بیز و بیزی برآوردگرهای -۴
می محاسبه (١٩) ، (١٨) ، (١٧) ، (١۶) ، (١۵) ، (١۴) ، (١٣) ، (١٢) ، (١١) ، (١٠ ) ، (٩) ،

کنیم.
مختلف مقادیر ازای به تکرار، بار ٢٠٠٠ در را خطا مربع میانگین و کرده تکرار بار ٢٠٠٠ را بالا مراحل -۵
خطا مربع میانگین از برآوردگرها مقایسه برای آوریم. می بدست سانسور متفاوت های طرح و n و m

صورت به و باشد می برآوردگرها خطای مقایسه برای معیار یک که
MSE =

١
٢٠٠٠Σ

٢٠٠٠
i=١ (φi − φ̂i)

٢,
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باشد، کمتر فوق کمیت مقدار قدر چه هر است. φ برآوردگر یک φ̂ آن در که کنیم می استفاده است،
است. بهتر برآوردگر

است. شده خلاصه ١ جدول در نتایج

لوجستیک توزیع اعتماد قابلیت تابع و تجربی بیز و بیز برآوردگرهای MSE مقادیر :١ جدول
n m R(R١, R٢, ..., Rm) MSE(β) MSE(R)

Bayes Emp Bayes Bayes Emp Bayes
BS BSemp RS RSemp
BE BEemp RE REemp
BL BLemp RL RLemp

٢٠ ١٠ R = (۴, ۴, ٢, ٠, ..., ٠) ٠/٣٢۵٢ ٠/٣٢٢۵ ٠/٠۶۵٣ ٠/٠٨۴۴
٠/٢٩٠٢ ٠/٣٠٩٢ ٠/٠٧۶۶ ٠/٠٩۵۶
٠/٢٩۶٣ ٠/٣١٠٣ ٠/٠۶٢۶ ٠/٠۶١۵

٣٠ ٢٠ R = (۵, ۵, ٠, ..., ٠) ٠/٢٣٢٩ ٠/٢۴۵۴ ٠/٠۶٨٨ ٠/٠٨٢٣
٠/٢٢٠٩ ٠/٢۵۶١ ٠/٠٧٠۴ ٠/٠٨١۵
٠/٢٢۵٣ ٠/٢٣۶٣ ٠/٠۶١٧ ٠/٠۵٩٨

۴٠ ٢٠ R = (۵, ۵, ۵, ۵, ٠, ..., ٠) ٠/٢٢۶٢ ٠/٢٣٩٠ ٠/٠۵٠٩ ٠/٠۶۴۵
٠/٢١٨٣ ٠/٢۴۵٠ ٠/٠۵٠١ ٠/٠۶٣٢
٠/٢٢٠٠ ٠/٢٣۶۵ ٠/٠۴٩٨ ٠/٠۵۶٩

نتیجه گیری ۵

با لوجستیک توزیع اعتماد قابلیت تابع و پارمتر برآورد به تجربی بیز و بیزی روش از استفاده با مقاله این در
و خطا مربع متقارن زیان تابع به معطوف ما توجه پرداختیم. II نوع فزاینده شده سانسور داده های از استفاده
تابع و پارامتر برآورد در گفت می توان ١ جدول به توجه با بود. آنتروپی و خطی-نمایی نامتقارن زیان های
و a = ٠/۵ پیشین پارامترهای و II نوع فزاینده شده سانسور داده های با لوجستیک توزیع اعتماد قابلیت
کمترین دارای c = ٠/١ با خطی-نمایی زیان تابع (MSE) خطا مربع میانگین مقایسه معیار و b = ١
مشاهده که همانطور ها نمونه تعداد افزایش با همچنین باشد. می برآوردگرها سایر با مقایسه در MSE

تجربی بیز و بیز برآورگرهای مقایسه خصوص در است. کاهش به رو برآوردگرها MSE میزان گردد می
باشند. می کوچکتر تجربی بیز برآوردگرهای به نسبت بیزی برآورگرهای MSE رفت می انتظار که همانطور
در آنتروپی، و خطی-نمایی نامتقارن زیان توابع از آمده بدست MSE میزان ١ جدول به توجه با همچنین
بهتری عملکرد نامتقارن زیان توابع گفت توان می لذا باشد می کمتر خطا، مربع متقارن، زیان تابع با مقایسه
توزیع اعتماد قابلیت تابع و پارامتر بیز برآورد در گفت توان می بنابراین اند. داشته متقارن زیان تابع به نسبت
دارند. بهتری عملکرد خطی-نمایی) نامتقارن( زیان تابع II نوع فزاینده شده سانسور های داده با لوجستیک
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آن ها کاربرد و شکل -U خطر نرخ توابع در مباحثی
م.١ حبیبی،

مدرس تربیت دانشگاه پزشکی، علوم دانشکده زیستی، آمار گروه ١

کرده اند، پیدا اعتماد قابلیت روش های که ویژه ای کاربردهای و اهمیت به توجه با حاضر، عصر در چکیده:
دانستن است. یافته ضرورت آن ها ویژگی های پیرامون مطالعه و روش ها این از دقیق ومعیارهای تعریف ها بیان
طراحان برای خاصی اهمیت از سیستم یک از مؤلفه ای یا و سیستم یک کارافتادگی و سالخوردگی نوع و شکل
به توجه با می توان که است جهت آن از اهمیت این است. برخوردار تعمیرات و نگهداری مهندس یا سیستم
مطالعه لذا آورد. به عمل جلوگیری ناگهانی خرابی های از و کرده پیش بینی را سیستم عملکرد موجود اطلاعات
آماری مختلف الگوهای تحت سیستم یک خطر نرخ رفتار در مطالعه ویژه به سالخوردگی مختلف مدل های
و تعریف به مطالعه این در باشد. مفید تکنولوژی مختلف جنبه های در سیستم کاربران و طراحان برای می تواند
تخمین اهمیت و توابع این مفید عمر مورد در چنین هم می پردازیم. آن ویژگی های و شکل وانی توابع بررسی

می پردازیم. شکل وانی پیوسته توزیع یک معرفی به نهایت در و میکنیم بحث دوره این
بقا. تابع اعتماد، قابلیت عمر، طول توزیع های مفید، عمر کلیدی: واژه های

مقدمه ١
دوره سه که داریم سروکار شده) تولید کالاهای یا زنده (موجودات اشیائی با طبیعی، موقعیت های از بسیاری در
نظر در را قطعه ای می کنند. تجربه خود عمر در را فرسایش دوره و مفید دوره آغازین، خطر پر دوره متفاوت،
شرایط به آغازین، پرخطر دوره ی از گذر با و است زیادی مخاطره های معرض در عمر ابتدای در که بگیرید
فرسایش دوره نمی کند، تهدید را آن جدی خطر که عمر طول مفید دوره یک گذراندن از پس و می رسد مطلوبی
را سالخوردگی معیار اگر ساده تر، صورت به می شود. آغاز می شود، مستهلک و فرسوده تدریج به آن در که
بازه یک در نزولی، کیداً ا عمر ابتدایی بازه یک در شکست نرخ آن گاه کنیم تعریف شکست نرخ تابع براساس
اتومبیل تولیدکننده یک که هنگامی مثال، برای است. صعودی کیداً ا عمر انتهای در و ثابت تقریباً میانی
به نیاز و بالاست آن ها ازکارافتادگی نرخ اتومبیل ها، از استفاده ابتدای در می کند، بازار وارد را خود محصولات
طولانی نسبتاً دوره یک برای و بوده، ثابت تقریباً اتومبیل شکست نرخ آب بندی دوران از پس دارند. آب بندی
باگذشت آن شکست نرخ و می شود شروع اتومبیل ازکارافتادگی دوره آنگاه می کند. عمل خرابی بدون اتومبیل
-U شکست نرخ با عمر طول مدل های توسط رفتاری چنین آماری، اعتماد قابلیت در می یابد. افزایش زمان

mahin.habibi@modares.ac.ir م.: ١حبیبی،

٢٣



٢۴ م. حبیبی،

داده های از بسیاری که می بینیم اعتماد قابلیت متون تحلیل و بررسی با می شود. توصیف شکل) (وانی شکل
اعتماد قابلیت در وسیعی طور به منحنی ها این که هستند شکل وانی شکست نرخ منحنی دارای عمر طول

هستند: قسمت سه شامل شکل وانی منحنی های واقع در . دارند کاربرد مهندسی
مرگ کارافتادگی، از اوایل مانند است، نزولی دوره این برای سیستم شکست نرخ که اولیه خرابی های -١

نوزادان میر و
تصادفی صورت به شکست و است ثابت تقریبا شکست نرخ زمانی دوره این در که سیستم مفید عمر -٢

می افتد. اتفاق
کهنه و فرسودگی مانند می کند، صعود به شروع شکست نرخ دوره این در که سیستم کارافتادگی از دوره -٣

شدن
دوره ی در شکست ها می شود. آغاز انسان مورد در تولد نقایص یا و تولید نقص علت به اولیه، خرابی هایی
وقوع زمان افزایش با فرسودگی، دوره درنهایت و می شود. نامیده احتمالی شکست های سیستم، مفید عمر
زیادی اهمیت از شکل وانی شکست نرخ با عمر طول توزیع های می شود. آغاز شدن کهنه دلیل به شکست
برخوردارند. ویژگی این از اغلب مکانیک و الکترومکانیک الکترونیک، فرآیندهای عمر طول چون برخوردارند
وانی شکست نرخ با رابطه در زیادی تعاریف می کنند. پیروی الگو این از بشر عمر طول نیز بقا تحلیل های در

می پردازیم. آن ها بیان به جا این در که دارد وجود شکل
شکست نرخ دارای F گوییم باشد. h(t) شکست نرخ تابع با پیوسته توزیع تابع F کنید فرض .١ . ١ تعریف

که: طوری به باشد داشته وجود t٠ اگر ١ (F ∈ BFR).است شکل وانی
باشد. نزولی h(t) ،t < t٠ هر برای -١

باشد. صعودی h(t) ،t > t٠ هر برای -٢
.[١] باشد h′(t) > ٠ t؛ > t٠ هر برای و h′(t) < ٠ t؛ < t٠ هر برای دیگر، عبارت به

و باشد قطعه یک عمر طول T کنید فرض است. شده بیان شرطی اعتماد قابلیت از استفاده با زیر تعریف
با را X + t زمان در T > t شرط با T شرطی اعتماد قابلیت است. بیشتر t از قطعه عمر طول که بدانیم

با است برابر دهیم می نمایش R(x|t)
R(x|t) =P (T > x+ t|T > t)

=
P (T > x+ t)

P (T > t)

=
R(x+ t)

R(t)

که: طوری به باشد داشته وجود t٠ اگر F ∈ BFR گوییم .١ . ٢ تعریف
باشد، صعودی اکیداً R(x|t)؛ ٠ ≤ t < t٠, ٠ ≤ x ≤ t٠ − t ازای به -١

.[٢] باشد نزولی کیداً ا R(x|t)؛ t٠ ≤ t <∞, x ≥ ٠ ازای به -٢
١Bathtub Shape
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که: طوری به t ≥ ٠ باشد داشته وجود اگر است شکل وانی عمر طول توزیع یک F توزیع .١ . ٣ تعریف
باشد، نزولی کیداً ا h(t)؛ ٠ ≤ t < t١ ازای به -١

باشد، ثابت h(t)؛ t١ ≤ t ≤ t٢ ازای به -٢
.[٣] باشد صعودی اکیداً h(t)؛ t ≥ t٢ ازای به -٣

BFR خواص ٢
h(t) ∈ عبارتی به است شکل وانی آن شکست نرخ تابع یعنی است BFR یک F می گوییم که زمانی
BFR تصادفی متغیر یک گشتاورهای و بقا تابع محدوده در اساسی خواص از بخش،برخی این در .BFR

می کنیم. بیان را
h(t٠)−١ میانگین با نمایی توزیع G که F̄ (t)≤Ḡ(t) گاه آن ، F ∈ BFR کنید فرض .٢ . ١ نتیجه

می شود. مینیمم آن در h(t) که است تغییری نقطه ی t٠ و است
.E(Xk) ≤ Γ(k+١)

h(t٠)k , k > و است متناهی گشتاورهای دارای F آن گاه ، F ∈ BFR اگر .٢ . ٢ نتیجه
٠

توزیع دارای لزوماً صفر)، (حول E(Xk) = Γ(k+١)
h(t٠)k ام k گشتاور با F شکل وانی توزیع .٢ . ٣ نتیجه

است. نمایی
کلاس واقع، در نیست. شکل وانی توزیع یک لزوماً شکل وانی های کلاس از توزیع یک پیچش .۴ . ٢ نتیجه

نیست. بسته پیچش عمل تحت نیز است یکنوا شکست نرخ با های توزیع شامل که BFR گسترده تر
کنید: فرض مثال عنوان به

F̄ (t) =
١
٢(e

−t + e
−t
٢ ), t ≥ ٠, Ḡ(t) = e−t.

می باشد. شکل وانی شکست نرخ خاص حالت و هستند ثابت و نزولی شکست نرخ با توزیع هایی ترتیب به که
آید: می بدست زیر صورت به H = F ∗G پیچش شکست نرخ تابع

FX+Y (t) = P (X + Y < t) =

∫ t

٠
Fx(t− y)gy(y)dy

=

∫ t

٠
[١ − ١

٢(e
−(t−y) + e−

١
٢ (t−y))]e−ydy

=١ − (
t

٢)e
−t − e−

١
٢ t

بنابراین
f(t) =F ′(t)

=e−t(
t

٢ − ١
٢) +

١
٢e

− ١
٢ t
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نتیجه در و

h(t) =
f(t)

R(t)
=

f(t)

١ − F (t)

=
(t− ١)e−t + e

−t
٢

te−t + ٢e−t
٢

گاه آن h(t) → ∞ که زمانی و h(۴) = ٠٫۵۵٣٣, h(٢) = ٠٫۵, h(٠) = ٠ آن، براساس که
باشد. داشته شکل وانی توزیع نمی تواند h(t) بنابراین h(t) → ٠٫۵

نظر در را زیر عمر توزیع مثال، عنوان به نیست. BFR لزوماً شکل وانی توزیع های آمیختن .۵ . ٢ نتیجه
بگیرید

F̄ (x) = ٠٫۵{F̄١(x) + F̄٢(x)},

که
F̄١(x) = e−x, x > ٠,
F̄٢(x) = ٢e−٢x(x+ ٠٫۵), x > ٠,

نظر در را ϕ(x) = − log F̄ (x) هستند. BFR بنابراین و هستند IFR ،F٢ و F١ که، است واضح
که است ϕ′′(x) = ψ١(x)ψ٢(x) که می بینیم بگیرید.

ψ١(x) = −e−x{١ + e−x(٢x+ ٢−{(١

ψ٢(x) = −۴e−x + ٢x− ٣
و است ψ٢(∞) = ∞ و ψ(٠)٢ < ٠ همچنین .x > ٠ مقادیر همه برای ψ١(x) < ٠ که کنید توجه
[٠, t٠) روی ϕ(x) تابع طوری که به دارد وجود t٠ > ٠ بنابراین است. صعودی پیوسته تابع یک ψ٢(x)
وانی وارون توزیع Fتابع واقع، در نیست. BFR ،F بنابراین است. مقعر [t٠,∞) بازه روی و محدب،

دارد. شکل
یک با BFR آن جزء هر عمر طول که داریم مستقل جزء دو با سری سیستم یک کنید فرض .۶ . ٢ نتیجه
می شود. t٠ عطفی نقطه یک با BFR توزیع دارای سیستم عمر طول آن گاه است. t٠ مشترک عطفی نقطه

ندارد. BFR توزیع لزوماً ، BFR مستقل جزء دو با موازی سیستم یک .٢ . ٧ نتیجه
هر که باشد مستقل مؤلفه ی دو موازی اتصال با ساختاری شکست نرخ تابع hp کنید فرض مثال، عنوان به

بقا تابع با BFR مؤلفه

R(x) =

 ١
١+x x ≤ θ

١
١+θe

( θ
٢
٢ )e−(x

٢
٢ ) x > θ
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x < θ برای آن گاه .θ = ٠٫۵(√۵ − ١) که باشد

Rp(x) = ١ −
٢∏

i=١
(١ −Ri(x)

= ١ − (١ − ١
١ + x

)(١ − ١
١ + x

)

=
١ + ٢x
(١ + x)٢

می آید بدست زیر صورت به hp بنابراین
hp(x) =

٢x
(١ + x)(١ + ٢x)

می دهد نتیجه که
h′p(x) =

٢ − ۴x٢
(٢x٢ + ٣x+ ٢(١

نمی تواند سیستم بنابراین است. صعودی کیداً ا تابعی hp(x) بنابراین مثبت، h′p ،x ∈ [٠, θ] برای که
باشد. BFR

شکل وانی خطر نرخ توابع در مفید عمر ٣
شروع آن انحنای سپس و می یابد کاهش شدت به ابتدا در منحنی شکل، وانی توابع در گفتیم که همانطور
می یابد. افزایش شدت به آخر در و می کند تغییر به شروع دوباره بعد و می شود ثابت نسبتاً و می کند تغییر به
می کند. تغییر به سرعت انحنا که می شود تعریف نقطه دو بین فاصله ی مفید عمر می شود مشاهده که همانطور
این در تابع این برای نمی توانیم کند، تغییر سرعت به t نقطه در h(t) تابع انحناء گر ا که باشید داشته توجه
است ثابت آن در تابع که باشد نقطه ای t٠ اگر دیگر، طرف از کرد. رسم بی نهایت شعاع با دایره ایی هیچ نقطه
دست به برای موضوع، این گرفتن نظر در با کرد. رسم نقطه آن در بی نهایت شعاع با دایره یک می توان آنگاه
مناسب دایر ه ی شعاع ،h(t) شکست نرخ تابع روی (t, h(t)) نقطه هر برای سیستم، مفید عمر طول آوردن
را نقاط این می آوریم. بدست را می رسد حداقل به ها آن شعاع که t از مقدار دو سپس می آوریم. بدست را

می نامیم. h(t) شکست نرخ با عمر توزیع مفید عمر را آن ها بین فاصله و پایانی نقاط
h(t) تابع انحنای ریاضی آنالیز در را آن که می کنیم کار شعاع عکس کردن ماکزیمم با کار، راحتی برای

است: زیر صورت به که می کنند. تعریف t از تابعی عنوان به k با را آن و می نامند.
k(t) =

|h′′(t)|
(١ + (h′(t))٢) ٣

٢
(١)

می شود. حداکثر آن در k(t) که هستیم نقطه دو کردن پیدا دنبال به ما بالا، مباحث گرفتن نظر در با بنابراین
می نامیم. (c٠, c١) مفید عمر محافظه کار نقاط را c٠ ≤ c١ نقطه دو این که
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می دهد. نشان را مفید عمر از دیگری تعریف k(t) انحنای شکل تغییر نقاط از شهودی و هندسی تفسیرهای
در k(t) شکل تغییر نقطه کوچکترین u١ و c٠ چپ سمت در k شکل تغییر نقطه بزرگترین u٠ کنید فرض

می کنیم. استفاده سیستم مفید عمر تعریف برای (u٠, u١) نقطه دو این از آنگاه باشد، c١ راست سمت
(c٠, c١) کارانه محافظه مفید عمر ⊂ مفید ,u٠)دوره u١)

می دهد اجازه ما به تمایز این است. کمتر سیستم مفید عمر از همیشه محافظه کار مفید دوره ی که معنا بدین
کنیم. تعریف را ١ « رضایت بخش شکل «وانی مفهوم تا

صفر آن محافظه کارانه مفید عمر اگر است رضایت بخش شکل وانی شکست نرخ تابع می گوییم .٣ . ١ تعریف
یعنی باشد صفر آن محافظه کار مفید عمر اگر است ٢ نابخش رضایت شکل وانی و c٠ < c١ یعنی نباشد

.([۴]) c٠ = c١

می کنیم. بحث آن طول و مفید عمر تخمین اهمیت مورد در بخش، این در
آب بندی دهد. می آب-بندی بهینه زمان تخمین مورد در مفیدی اطلاعاتی مفید دوره دانستن اینکه اول •
از بازار به ورود از قبل را ضعیف اقلام تا می شود استفاده اعتماد قابلیت مهندسی در گسترده طور به
آب بندی ی دوره را آن که ،b∗ ی دوره یک برای آزمایش عنوان به مؤلفه ها فرآیند این در ببرند. بین
روند می بین از ضعیف های مؤلفه مدت این در می گیرند. قرار بالا حساسیت با آزمایش یک در می نامند،
بعد آب بندی، فرآیند در روند. می کار به استفاده برای خاطر اطمینان با مانند می باقی که هایی مؤلفه و
مقیاس های که می شود تعیین طوری b∗بهینه مقدار می آید، بیرون سالم دوره این از محصول که این از
می کند ماکزیمم را آن شرطی اعتماد قابلیت یا µ(t) باقی مانده عمر میانگین مانند آن اعتماد قابلیت
یا جایگزینی تعمیر، هزینه های دیگر و می شود متحمل آب بندی فرآیند از که تابع هزینه های از برخی و

می رسد. حداقل به گارانتی
در شد اشاره که همانطور است. شکل وانی شکست نرخ تابع که است این اصلی فرض مطالعه، این در
(t١, t٢) فاصله در و می کند تغییر t١, t٢ ی نقطه دو در h(t) شکست نرخ تابع شکل وانی مدل های
مشخص t١, t٢ نقاط که است این بر فرض معمولا گفتیم. سیستم مفید عمر آن به که است ثابت
معیار اگر مثال، برای می آید. به دست نقطه دو این براساس آب بندی بهینه زمان بنابراین و هستند
میانگین براساس گر ا و بیفتد اتفاق t١ از قبل b∗ باید آید، به دست شکست نرخ تابع براساس آب بندی

افتد. اتفاق µ(t) تغییر نقطه از قبل باید b∗ باشد باقیمانده عمر
سنی تعویض و بلوکی تعویض جمله از پیشگیرانه نگهداری الگوهای در سیستم، مفید عمر کاربرد دومین •

می کنیم. بیان را آن ها زیر در که است
ویژگی این دارای داریم، سروکار آنها با زندگی در که هسته ای راکتورهای هواپیما، مانند سیستم ها از برخی
کارافتادن از صورت در بنابراین، شود. ناپذیری جبران صدمات سبب است ممکن آن ها شکست که هستند
برای حالاتی، چنین بود.در خواهد سنگین بسیار آن از ناشی خسارات سیستم هایی، چنین قطعات از برخی

١Comfortable bathtub shape
٢Uncomfortable bathtub shape
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به سیستم کارافتادگی از احتمال که گونه ای به می شود؛ اتخاذ گوناگونی شیوه های سیستم تعمیر و نگهداری
نگهداری در است. پیشگیرانه نگهداری بحث می شود، مطرح بستر این در که مباحثی از یکی برسد. حداقل
و بررسی مورد یا شده تعویض معین شیوه ای براساس شود، شکست دچار آنکه از پیش سیستم یک پیشگیرانه،
در که دارد وجود شیوه هایی خرابی از پیش قطعات تعمیر یا تعویض در اساس، همین بر می گیرد. قرار تعمیر

معروف اند. سنی و بلوکی تعویض به روش دو این کنیم. می اشاره شیوه ها این از متداول روش دو به ادامه
تعویض شکست زمان در یا سیستم بلوکی، تعویض در می کند. کار به شروع سیستم t = ٠ زمان در کنید فرض
سنی، تعویض در است. شده تعیین پیش از مقدار یک T آن در که T, ٢T, ٣T, ... زمان های در یا می شود

می شود. تعویض رسید T سن به که هنگامی یا و شکست زمان در سیستم
باید b∗ + T بلوکی،∗ تعویض و سنی تعویض فرآیند دو هر تحت است. سنی تعویض زمان T ∗ کنید فرض
است. T ∗ زمان با معادل مفید عمر طول دیگر عبارت به افتد. اتفاق h(t) از t٢ تغییر نقطه دومین از بعد

آید. می به دست u٠ یا c٠ براساس b∗ و u١ − u٠ یا c١ − c٠ براساس T ∗ بنابراین،

شکل وانی شکست نرخ با پیوسته توزیع ۴
نیست. کران دار آن ها عمر طول که است این بر فرض و دارند نامحدودی دامنه ی شکل وانی توزیع های بیشتر
همکاران و لای است. کران دار نیز آن ها عمر طول و دارند متناهی دامنه که است شده معرفی توزیع چندین ولی
می کنند معرفی را است بتا چگالی تابع توسیع یافته آن شکست نرخ تابع که متناهی، دامنه ی با را توزیعی [۵]

است زیر فرم به که
h(t) = λ(t+ p)α−١(q − t)β−١ ٠ ≤ t ≤ q. (٢)

.q, λ > ٠ و p ≤ ٠،β ≤ ٠ ،٠ ≤ α < ١ که
حالت در .λ ثابت پارامتر یک و ،β و α شکل پارامتر دو ،q و p مکان پارامتر دو دارد: پارامتر ۵ مدل این
بتای توزیع فرم به شکست نرخ توزیع شود، گرفته نظر در نرمال ساز ثابت λ و q = ١ و p = ٠ اگر خاص
آن دادن برازش علت به همین و دارد زیادی پارامترهای توزیع این می بینیم که همانطور می شود. استاندارد
بودن کم بر علاوه که می گیریم نظر در را مدل این از خاصی حالت منظور همین به است. مشکل داده ها روی

دارد. را بودن شکل وانی فرم هنوز پارامترها،
آن گاه α = β = ٠ اگر

h(t) =
λ

(t+ p)(q − t)
=

λ

p+ q
(

١
p+ t

+
١

q − t
) (٣)

نزولی شکست نرخ با یکی است، جزء دو با رقابتی مخاطره سیستم به صورت ١١ معادله می بینید که همانطور
است. صعودی شکست نرخ با دیگری و

است زیر به صورت تجمعی شکست نرخ تابع ٠ ≤ t ≤ q و p > ٠ برای

H(t) =

∫ t

٠
h(x)dx =

λ

(p+ q)
log(

p+ t

q − t
)− λ

q + p
log(

p

q
). (۴)
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می آید بدست e− ∫ t

٠ h(x)dx = e−H(t) ی رابطه براساس سادگی به بقا تابع بنابراین

F̄ (t) = (
١ − t

q

١ + t
p

)
λ

q+p . (۵)

با است برابر چگالی تابع

f(t) = F̄ (t).h(t) = (
١ − t

q

١ + t
p

)
λ

q+p (
λ

(t+ p)(q − t)
). (۶)

نوشت زیر صورت به می توان که
f(t) = λ(

p

q
)

λ
q+p (q − t)

λ
q+p−١(p+ t)

−λ
(p+q)−١. (٧)

.λ ≥ p+ q اینکه مگر است نشده تعریف t = q در چگالی تابع می کنید ملاحظه که همانطور

شکست نرخ تابع شکل ١ . ۴
برابر و متناهی t = ٠ در شکست نرخ تابع که است واضح

h(t) =
λ

pq
.

با محدب h(t) بنابراین است، مقعر جمله ای چند یک p < q حالت در (p + t)(q − t) چون و است
شکست نرخ p > q اگر و شکل وانی h(t) آن گاه p < q اگر بنابراین، است. t = q−p

٢ برگشت نقطه
است. شده داده نشان ١ شکل در λ, q, p مختلف مقادیر برای شکست نرخ تابع شکل است. IFR

ای) نقطه (خط λ = ۴۵, p = ١٠ تیره) (خط λ = ٢۵, p = ٣ و λ(خط) = ٢۵, p = ٣ مقادیر و q = ۵٠ برای شکست نرخ تابع :١ شکل

چگالی تابع شکل ٢ . ۴
شکست نرخ تابع t = q در که کنید توجه می دهد. نشان را λ, q, p مختلف مقادیر برای چگالی تابع ٢ شکل

شود. صفر یا بی نهایت است ممکن λ < q + p اینکه به بسته چگالی تابع ولی می شود بی نهایت همواره
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ای) نقطه (خط λ = ۴۵, p = ١٠ تیره) (خط λ = ٢۵, p = ٣ و λ(خط) = ٢۵, p = ٣ مقادیر و q = ۵٠ برای چگالی تابع :٢ شکل

نتیجه گیری
اکثر شود می ملاحظه که همانطور پرداختیم. ها آن هایی ویژگی و شکل وانی توابع مطالعه به مقاله، این در
مفید عمر دوره براساس کالاها این گارانتی میزان هستند. شکل وانی شکست نرخ دارای شده تولید کالاهای

است. کم خیلی آن خرابی احتمال و ثابت کالا شکست نرخ دوره این در که شود می محاسبه
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تصادفی مؤلفه های تعداد با سری سیستم در بهینه سازی بر مطالعه ای
ب.٢ آستانه، خطیب و ١ ج. احمدی، م.١، زعیم زاده،

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ١

نیشابور دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، گروه ٢

قرار بررسی مورد تصادفی مؤلفه های تعداد با سری سیستم های در بهینه سازی مسئله مقاله، این در چکیده:
می گیرند. قرار استفاده مورد بهینه سازی معیارهای عنوان به هزینه تابع و بقا تابع عمر، طول متوسط می گیرد.
مطالعه باشند، هندسی توزیع دارای آن ها تعداد و نمایی توزیع دارای مؤلفه ها که حالتی برای جزئیات با مسئله

است. شده
نمایی. توزیع معمولی، تصادفی ترتیب عمر، طول متوسط سری، سیستم هندسی، توزیع کلیدی: های واژه

مقدمه ١
کنید فرض است. شده طراحی معینی هدف برای و است مؤلفه تعدادی شامل که بگیرید نظر در را سیستمی
برای است. غیرفعال یا و فعال آن در مؤلفه هر که باشد آن مؤلفه های عملکرد از تابعی سیستم، عملکرد
در iام مؤلفه ی وضعیت نشان دهنده ی که (i = ١, ٢, ..., n)Si دومقداری متغیر یک وضعیت این توصیف
Si = ١ باشد فعال iام مؤلفه اگر که می شود تعریف صورت این به است، شده داده t ازای به معین زمان یک
سیستم می کنیم فرض گرفتیم، نظر در Si متغیر برای که تعریفی به توجه با است. Si = ٠ صورت این غیر در
که می شود فرض مؤلفه ها، وضعیت برحسب سیستم وضعیت تعیین برای است. غیرفعال یا و فعال حالت در
مشخص است، معروف سیستم ساختار تابع به که ،φ(S) دومقداری تابع با آن، مؤلفه های با سیستم پیوند
به سیستم ساختار تابع بنابراین می گویند. سیستم وضعیت بردار S = (S١, ..., Sn) به آن در که می شود
تابع صورت این غیر در است یک سیستم، ساختار تابع باشد فعال سیستم اگر که می شود تعریف صورت این

کنید. رجوع [١] به بیشتر مطالعه برای است. صفر سیستم ساختار
خواهد تعیین قابل شود، معلوم سیستم در مؤلفه ها بین ارتباط نوع که آن از پس سیستم ساختار تابع تابعی شکل

بود.
گفته سری سیستم یک به است. سری سیستم منسجم، سیستم های بین در ساختار نوع ساده ترین از یکی

در متداول سیستم های دیگر از باشد. آن مؤلفه های همه ی بودن فعال مستلزم آن بودن فعال هرگاه می شود
mo.zaeemzadeh@mail.um.ac.ir م.: ١زعیم زاده،

٣٢
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سیستم بودن فعال سیستم ها، این در که نام برد موازی ساختار با سیستم های از می توان اعتماد، قابلیت مهندسی
همه ی که می افتد کار از زمانی سیستم دیگر، عبارت به است. آن مؤلفه های از یکی حداقل بودن فعال مستلزم

کنید. رجوع [١] به بیشتر مطالعه برای باشند. فعال غیر آن مؤلفه های
F شکل دو به معمولا n از k سیستم های هستند. n از k سیستم های موازی، و سری سیستم های از تعمیمی
کار از زمانی سیستم n از k سیستم های F در می شوند. تعریف n از k سیستم های G و n از k سیستم های
می کند کار زمانی سیستم n از k سیستم های G و بیفتد کار از آن مؤلفه ی n از مؤلفه k حداقل که می افتد
سیستم در که است مدنظر n از k سیستم های F مقاله این در کند. کار آن مؤلفه ی n از مؤلفه k حداقل که

می افتد. کار از سیستم باشد k = ١ اگر سری
متغیر دو Y و X اگر که می شود استفاده مقاله این در نتایج آوردن به دست در معمولی تصادفی ترتیب از

داشته باشیم x ∈ (−∞,∞) هر برای طوری که به باشند تصادفی
P{X > x} ⩽ P{Y > x},

می شود. داده نشان X ⩽st Y نماد با و است معمولی تصادفی ترتیب در Y از کوچکتر X می گویند آنگاه
کنید. رجوع [۴] به تصادفی ترتیب های درباره ی کامل اطلاعات برای

با X ⩽st Y آنگاه باشد.  (نزولی) صعودی تابع یک φ اگر که می شود یادآوری
E(φ(X)) ⩽ (⩾)E(φ(Y ))

است. معادل
طول که کنید فرض است. سیستم افتادن کار از زمان اعتماد، قابلیت بحث در توجه مورد موضوعات از یکی
است. F̄ (t) بقا تابع و f(t) چگالی تابع دارای که نشان دهیم T تصادفی متغیر با را سیستم یک عمر
زیر به صورت سیستم (MTTF ) افتادگی کار از تا زمان میانگین دیگر به عبارت یا سیستم، عمر طول میانگین

می شود تعریف
MTTF = E(T ) =

∫ ∞

٠
F̄ (t)dt,

شود. مراجعه [١] به مثال عنوان به
طول نشاندهنده ی Xi اگر نظربگیرید، در را است مؤلفه ها از تصادفی تعداد شامل که سری سیستم یک اکنون
آن در که است، min(X١, ..., XN) به صورت سری سیستم عمر طول آنگاه باشد، (i ⩾ ١) iام مؤلفه عمر
،i ⩾ ١ Xiها، از مستقل و مثبت صحیح تصادفی متغیر که است سیستم در مؤلفه ها تعداد نشاندهنده ی N

می باشد.
است نامعلوم مؤلفه ها تعداد چون هستند. عمر طول تصادفی متغیر های از دنباله ای ،...،X٢،X١ که داریم توجه
مؤلفه های تعداد سیستم ها، اعتماد قابلیت بحث در است. اهمیت دارای مؤلفه ها بهینه ی تعداد تعیین بنابراین
موازی سیستم های در است. گرفته قرار زیادی پژوهشگران توجه مورد که است موضوعاتی از یکی سیستم
در است، گرفته قرار مطالعه و بررسی مورد [٣] و [٢] جمله از زیادی محققین توسط مؤلفه ها بهینه تعداد
هزینه نرخ تابع کردن مینیمم با را مؤلفه ها بهینه تعداد است، تصادفی مؤلفه ها تعداد که زمانی سیستم ها این
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فرض مقاله این در کنید. رجوع [٣] و [٢] به می توانید بیشتر مطالعه برای نمود، محاسبه می توان انتظار مورد
min(X١, ..., XN) سیستم عمر طول که داریم تصادفی مؤلفه های تعداد با سری سیستم یک که می کنیم

است.
مناسبی بهینگی معیار های باید منظور این برای است، مؤلفه ها بهینه تعداد تعیین مقاله این در مسئله هدف
تحت کل زمان و سیستم بقای تابع عمر، طول متوسط هزینه، تابع براساس می تواند معیار این شود. تعریف

می پردازیم. آن ها از برخی مطالعه به ادامه در که شود، بیان مؤلفه بودن آزمایش
کلاس به متعلق مؤلفه ها تعداد توزیع و است تصادفی مؤلفه ها تعداد وقتی سری سیستم های برای ٢ بخش در
و سیستم عمر طول احتمال چگالی تابع سیستم، عمر طول توزیع تابع می باشد، توزیع ها از توانی سری های
کلی مطالعه ی شامل ٣ بخش می کنیم. محاسبه را سیستم افتادگی) کار از تا زمان (میانگین عمر طول متوسط
در می کنیم. مطالعه را عمر طول متوسط و هزینه تابع براساس بهینه سازی ۴ بخش در است. بهینه سازی مسئله
جمع بندی از خلاصه ای یک انتها در و می کنیم بررسی را هزینه تابع و بقا تابع اساس بر بهینه سازی ۵ بخش

است. شده ارائه

تصادفی مؤلفه های تعداد با سری سیستم ٢
احتمال جرم تابع با توانی سری های توزیع دارای N تصادفی متغیر کنید فرض

P{N = n} =
anθ

n

b(θ)
, n = ١, ٢, ... (١)

یک b(θ) است. متناهی b(θ) =
∑∞

n=١ anθn دارد، بستگی n به تنها و an > ٠ به طوری که باشد،
است. مشتق پذیر θ به نسبت بنابراین است θ برحسب چندجمله ای

می شود محاسبه زیر به صورت (١) به توجه با N تصادفی متغیر ریاضی امید

E(N) = θ
b(́θ)

b(θ)
. (٢)

سری سیستم عمر طول توزیع تابع صورت این در باشند، توزیع هم  و مستقل سیستم مؤلفه های کنید فرض
می شود حاصل زیر به صورت

F ∗(t) = P{min(X١, ..., XN) ≤ t}

=
∞∑
n=١

P (min(X١, ..., XN) ≤ t|N = n)P (N = n)

=
∞∑
n=١

P (min(X١, ..., Xn) ≤ t)P (N = n)

=
∞∑
n=١

(١ − F̄ n(t))P (N = n)
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= ١ − ١
b(θ)

∞∑
n=١

an(θF̄ (t))
n

= ١ − b(θF̄ (t))

b(θ)
, (٣)

است. (i ⩾ ١) Xiها توزیع تابع F (t) که
می  آید به دست رابطه(٣)، از سری، سیستم عمر طول احتمال چگالی تابع

f ∗(t) =
θf(t)b(́θF̄ (t))

b(θ)
= f(t)

d

dF̄ (t)
ϕθ(F̄ (t)), (۴)

است. N احتمال مولد تابع ϕθ(z) = E(zN) = b(zθ)
b(θ) آن در که

می آید به دست زیر به صورت (۴) رابطه از سری سیستم افتادگی کار از تا زمان میانگین

µθ =

∫ ∞

٠
tf ∗(t)dt =

∫ ∞

٠
tf(t)

d

dF̄ (t)
ϕθ(F̄ (t))dt =

∫ ١

٠
F̄−١(u)ϕ′θ(u)du. (۵)

دو Nو٢ N١ و باشند توزیع هم و نامنفی مستقل تصادفی متغیر های از ای دنباله ،...،X٢،X١ کنید فرض
می باشند. Xiها از مستقل که مثبت صحیح تصادفی متغیر 

≤st آن در که min(X١, ..., XN١) ≥st min(X١, ..., XN٢) N١آنگاه ≤st N٢ اگر صورت این در
کنید. رجوع [۵] به بیشتر مطالعه برای است. معمولی تصادفی ترتیب نشاندهنده ی

سری سیستم در بهینگی مسئله بررسی ٣
تعداد که است شده فرض اینجا در چون است، سری سیستم در مؤلفه ها بهینه تعداد آوردن به دست هدف
مناسب معیارهایی باید منظور این برای بگیریم. نظر در را E(N) می توانیم است، تصادفی متغیر مؤلفه ها
را سیستم افتادگی) کار از تا زمان (میانگین عمر طول متوسط مثال عنوان به باشیم، داشته بهینه سازی برای
توزیع پارامتر برای بازه ای می گیریم، نظر در عمر طول متوسط برای که شرایطی از استفاده با و می کنیم محاسبه
رابطه ی(٢) از استفاده با بدانیم بازه آن در را پارامتر دقیق مقدار اگر سپس می آوریم، به دست مؤلفه ها تعداد

آوریم. به دست می توانیم شده، حاصل پارامتر جایگذاری با را مؤلفه ها بهینه تعداد
می گیریم نظر در زیر به صورت را هزینه تابع

Cθ = c١E(N) + c٢, (۶)
هزینه های تمام شامل که است سیستم اندازی راه هزینه ی نشاندهنده ی cو٢ مؤلفه یک خرید هزینه c١ آن در که

است. سیستم خرابی از ناشی
،P{N = n} = (١ − θ)θn−١ احتمال جرم تابع با هندسی توزیع دارای N تصادفی متغیر کنید فرض

است. F (t) = ١ − e−t, t ⩾ ٠ و باشد ،(n = ١, ٢, ...)
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می آید به دست زیر به صورت (٣) رابطه ی به توجه با سیستم بقا تابع

F̄ ∗(t) =
b(θe−t)

b(θ)
=

(١ − θ)e−t

١ − θe−t
.

زیرا است θ برحسب نزولی تابعی F̄ ∗(t)

d

dθ
F̄ ∗(t) =

e−t(e−t − ١)
(١ − θe−t)٢ ⩽ ٠,

است. ٠ ⩽ F̄ ∗(t) ⩽ ١ که می دانیم و
محاسبه را سیستم) عمر طول (متوسط سیستم افتادگی کار از تا زمان میانگین شده، محاسبه بقای تابع به توجه با

داریم می کنیم،

µθ =

∫ ∞

٠
F̄ ∗(t)dt = (١ − θ)

∫ ∞

٠
e−t

١ − θe−t
dt = −(١ − θ) ln(١ − θ)

θ
.

زیرا است θ برحسب نزولی کیداً ا تابعی µθ
d

dθ
µθ =

١
θ
(
ln(١ − θ)

θ
+ ١) < ٠.

(ln(١ − θ) < −θ, ٠ < θ < ١ دانیم (می
µθ و است صعودی اکیداً θ برحسب (۶) در شده داده هزینه تابع است E(N) = ١

١−θ که این به توجه با
بررسی برای را C١(θ) = c١E(N)+c٢

µθ
انتظار مورد هزینه نرخ تابع گر ا است، θ برحسب نزولی کیداً ا تابعی

در مسئله نتیجه در است، θ برحسب صعودی تابع یک C١(θ) که این به توجه با بگیریم، نظر در بهینه سازی
ندارد. جواب حالت این

می کنیم. بررسی را مسئله جواب وجود شرایط بعدی بخش های در

هزینه تابع و عمر طول متوسط براساس بهینه سازی ۴
کنیم. بررسی Cθ ⩽ c٠ و µθ ⩾ µ٠ محدودیت های با را مسئله جواب که می رسد به نظر منطقی

بنابراین ،µθ ⩾ µ٠ شرط به توجه با طرفی از و است نزولی کیداً ا θ برحسب µθ چون قبل بخش به توجه با
می باشد. θµ٠ = sup{θ : µθ ⩾ µ٠} آن، در است که θ ∈ (٠, θµ٠] صورت به نامساوی این جواب

نامساوی این جواب بنابراین Cθ ⩽ c٠ شرط به توجه با طرفی از و است صعودی اکیداً θ برحسب Cθ چون
می باشد. θc٠ = sup{θ : Cθ ⩽ c٠} آن در که است θ ∈ (٠, θc٠] به صورت

را شرط دو ما قسمت این در که این و آوردیم به دست ذکرشده شرایط تحت که بازه ای دو به توجه با بنابراین
تعداد اگر نتیجه در است. مسئله جواب θ∗ ∈ (٠,min(θµ٠, θc٠)] بازه، دو این اشتراک و داریم نظر در
صدق شده بیان شرایط در باشد θ∗ ∈ (٠,min(θµ٠, θc٠)] پارامتر با هندسی توزیع دارای (N)مؤلفه ها
بهینه تعداد (٢) رابطه ی در جایگذاری با توانیم می بدانیم را θ∗ دقیق مقدار اگر که کنید توجه می کند.
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آوریم. به دست را مؤلفه ها

وقتی µθ مقدار از µ٠ مقدار باید است θ برحسب نزولی کیداً ا تابعی µθ چون که کنید توجه .١ . ۴ نکته
بازه ای بتوانیم تا باشد باید µ٠ < µθ=٠ یعنی، آوریم. به دست را θµ٠ بتوانیم تا باشد کوچکتر است، θ = ٠
مقدار باید است صعودی اکیداً θ برحسب هزینه تابع چون طرفی از آوریم، به دست N توزیع پارامتر برای
Cθ=٠ < c٠ باید یعنی، آوریم. به دست را θc٠ بتوانیم تا باشد بزرگتر است، θ = ٠ وقتی Cθ مقدار از c٠

آوریم. به دست مؤلفه ها تعداد توزیع پارامتر برای بازه ای بتوانیم تا باشد

است برقرار زیر معمولی تصادفی ترتیب باشند، تصادفی متغیر های Xiها اگر که می کنیم یادآوری
min(X١, ..., XN) ⩽st Xi, i = ١, ..., N

نتیجه در
µθ = E(min(X١, ..., XN)) ⩽ E(Xi), i = ١, ..., N

است. µθ ⩽ λ آنگاه باشند، λ میانگین با نمایی توزیع دارای Xiها اگر حال
داریم را زیر نابرابری ،٣ بخش در شده محاسبه µθ و µθ ⩾ µ٠ شرط به توجه با بنابراین

(−(١ − θ) ln(١ − θ)

θ
) ⩾ µ٠

به دست را θµ٠ بتوانیم تا باشد کوچکتر است، θ = ٠ وقتی µθ مقدار از µ٠ مقدار باید بالا، نکته به توجه با که
توجه آوریم. به دست N توزیع پارامتر برای بازه ای بتوانیم تا باشد باید µ٠ < µθ=٠ = ١ یعنی، آوریم.

است. µθ ⩽ ١ بنابراین هستند استاندارد نمایی توزیع دارای Xiها که کنید
داریم ٣ بخش در شده تعریف Cθ و Cθ ⩽ c٠ شرط به توجه با حال
(
c١

١ − θ
+ c٢) ⩽ c٠.

باید شده، بیان نکته به توجه با که باشد. باید ٠ < c١
c٠−c٢ < ١ آن در که θ ⩽ ١ − c١

c٠−c٢ نتیجه در
باشد. داشته وجود نظر مد پارامتر برای جواب تا c١ + c٢ < c٠

با می کنید مشاهده که همانطور ١ جدول به توجه با ٠/۵ باشد با برابر و ثابت (١− c١
c٠−c٢ ) مقدار فرض کنید

متوسط کردیم محاسبه که همانطور مثال این در زیرا است واضح این که می شود. کوچکتر بازه طول ،µ٠ افزایش
µ٠ مقدار اگر حال باشد، µ٠ای از بیشتر آن مقادیر می خواستیم و است θ حسب بر نزولی کیداً ا تابعی عمر طول
چون بنابراین می شود کوچکتر (٠, θµ٠] بازه طول و می یابد کاهش θµ٠ مقادیر که است مشخص یابد افزایش
بنابراین ایم گرفته نظر در ثابت را θc٠ مقادیر چون و است (٠, θc٠] و (٠, θµ٠] دوبازه ی اشتراک به متعلق θ∗
θ∗ ∈ (٠,min(θµ٠, θc٠)] بازه طول µ٠ افزایش با نتیجه در کرد، نخواهد تغییر (٠, θc٠] بازه ی طول

نمی کند. تغییری و است ثابت بازه طول باشد (θµ٠ ⩾ θc٠) مقدار وقتی داریم توجه می یابد. کاهش
با می کنید مشاهده که همانطور ،٢ جدول به توجه با باشد، ٠/۵ با برابر و ثابت µ٠ مقدار کنید فرض حال

می شود. کوچکتر نیز بازه طول نتیجه در و می یابد کاهش θc٠ مقادیر ( c١
c٠−c٢ ) افزایش
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مختلف مقادیرµ٠های ازای به θ بهینه مقادیر :١ جدول
c١

c٠−c٢ µ٠ θc٠ θµ٠ θ∗ ∈ (٠,min(θc٠ , θµ٠)]

٠/۵ ٠/١ ٠/۵ ٠/٩٧٣ (٠, ٠/۵٠٠]
٠/۵ ٠/٣ ٠/۵ ٠/٨٧٣ (٠, ٠/۵٠٠]
٠/۵ ٠/۵ ٠/۵ ٠/٧١۵ (٠, ٠/۵٠٠]
٠/۵ ٠/٧ ٠/۵ ٠/۴٩١ (٠, ٠/۴٩١]
٠/۵ ٠/٩ ٠/۵ ٠/١٨٧ (٠, ٠/١٨٧]

مختلف های c١
c٠−c٢ مقادیر ازای به θ بهینه مقادیر :٢ جدول

c١
c٠−c٢ µ٠ θc٠ θµ٠ θ∗ ∈ (٠,min(θc٠ , θµ٠)]

٠/١ ٠/۵ ٠/٩ ٠/٧١۵ (٠, ٠/٧١۵]
٠/٣ ٠/۵ ٠/٧ ٠٬٧١۵ (٠, ٠/٧٠٠]
٠/۵ ٠/۵ ٠/۵ ٠/٧١۵ (٠, ٠/۵٠٠]
٠/٧ ٠/۵ ٠/٣ ٠/٧١۵ (٠, ٠/٣٠٠]
٠/٩ ٠/۵ ٠/١ ٠/٧١۵ (٠, ٠/١٠٠]

هزینه تابع و بقا تابع براساس بهینه سازی ۵

کنیم. بررسی نیز Cθ ⩽ c٠ و F̄ ∗(t) ⩾ F٠ محدودیت های با را مسئله جواب که می رسد به نظر منطقی
به توجه با سپس و دهیم قرار بررسی مورد را نظر مورد شرط بقا تابع برای است کافی فقط بخش این در
به دست را جواب بازه شرایط، به توجه با بخش این برای شد ذکر هزینه تابع برای ۴ بخش در که توضیحاتی

آوریم.
نامساوی این جواب بنابراین F̄ ∗(t) ⩾ F٠ شرط به توجه با طرفی از و است نزولی θ برحسب بقا تابع چون

می باشد. θF٠ = sup{θ : F̄ ∗(t) ⩾ F٠} آن در است که θ ∈ (٠, θF٠] صورت به
داریم درنظر را شرط دو ما قسمت این در که این و θ ∈ (٠, θc٠] و θ ∈ (٠, θF٠] دوبازه ی به توجه با حال

است. مسئله جواب θ∗ ∈ (٠,min(θF٠, θc٠)] بنابراین
این شرایط در باشد θ∗ ∈ (٠,min(θF٠, θc٠)] پارامتر با هندسی توزیع دارای مؤلفه ها تعداد اگر نتیجه در
تعداد (٢) رابطه ی در جایگذاری با توانیم می بدانیم را θ∗ دقیق مقدار اگر که کنید توجه می کند، صدق بخش

آوریم. به دست را مؤلفه ها بهینه

θ = ٠ وقتی F̄ ∗(t) مقدار از F٠ مقدار باید است نزولی θ برحسب بقا تابع چون که داریم توجه .١ . ۵ نکته
بازه ای بتوانیم تا باشد باید F٠ < F̄ ∗

θ=٠(t) یعنی، آوریم. به دست را θF٠ بتوانیم تا باشد کوچکتر است،
مقدار باید است صعودی اکیداً θ برحسب هزینه تابع چون طرفی از آوریم، به دست N توزیع پارامتر برای
Cθ=٠ < c٠ باید یعنی، آوریم. به دست را θc٠ بتوانیم تا باشد بزرگتر است، θ = ٠ وقتی Cθ مقدار از c٠

آوریم. به دست مؤلفه ها تعداد توزیع پارامتر برای بازه ای بتوانیم تا باشد
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داریم شده محاسبه F̄ ∗(t) و F̄ ∗(t) ⩾ F٠ شرط به توجه با
(١ − θ)e−t

١ − θe−t
⩾ F٠,

پارامتر برای بازه ای بتوانیم تا باشد F̄ ∗
θ=٠(t) = e−t از کوچکتر F٠ مقدار باید شده ذکر نکته به توجه با که

آوریم. به دست N توزیع
است ٠ < θ < ١ که داریم توجه می آید، به دست θ ⩽ (F٠et−١)

(F١−٠) ، F̄ ∗(t) ⩾ F٠ شرط به توجه با
باید بنابراین −١ ⩽ F٠ − ١ ⩽ ٠ می دانیم طرفی از باشد، ٠ < θ ⩽ (F٠et−١)

(F١−٠) < ١ باید بنابراین
باشد. ١ < et < ١

Fهمانطور٠ ٣ جدول به توجه با باشد، et = ١/٨ و ٠/٧ با برابر و ثابت (١ − c١
c٠−c٢ ) مقدار کنید فرض

همانطور مثال این در زیرا است واضح این که می شود کوچکتر بازه طول F٠ افزایش با می کنید، مشاهده که
باشد F٠ای از بیشتر آن مقادیر می خواستیم و است θ حسب بر نزولی تابعی بقا تابع کردیم محاسبه که
کوچکتر (٠, θF٠] بازه طول و می یابد کاهش θF٠ مقادیر که است مشخص یابد افزایش F٠ مقدار اگر حال
ثابت را θc٠ مقادیر چون و است (٠, θc٠] و (٠, θF٠] دوبازه ی اشتراک به متعلق θ∗ چون بنابراین می شود
θ∗ ∈ بازه طول F٠ افزایش با نتیجه در کرد، نخواهد تغییر (٠, θc٠] بازه ی طول بنابراین ایم گرفته نظر در
و است ثابت بازه طول باشد (θF٠ ⩾ θc٠) مقدار وقتی داریم توجه می یابد. کاهش (٠,min(θF٠, θc٠)]

که همانطور ،۴ جدول به توجه با باشد، ٠/٣ با برابر و ثابت F٠ مقدار کنید فرض حال نمی کند. تغییری
مختلف F٠های مقادیر ازای به θ بهینه مقادیر :٣ جدول
c١

c٠−c٢ F٠ θc٠ θF٠ θ∗ ∈ (٠,min(θc٠ , θF٠)]

٠/٣ ٠/١ ٠/٧ ٠/٩١ (٠, ٠/٧٠]
٠/٣ ٠/٣ ٠/٧ ٠/۶۶ (٠, ٠/۶۶]
٠/٣ ٠/۵ ٠/٧ ٠/٢٠ (٠, ٠/٢٠]

می شود. کوچکتر نیز بازه طول نتیجه در و می یابد کاهش θc٠ مقادیر ( c١
c٠−c٢ ) افزایش با می کنید مشاهده

مختلف های c١
c٠−c٢ مقادیر ازای به θ بهینه مقادیر :۴ جدول

c١
c٠−c٢ F٠ θc٠ θF٠ θ∗ ∈ (٠,min(θc٠ , θF٠)]

٠/١ ٠/٣ ٠/٩ ٠/۶۶ (٠, ٠/۶۶]
٠/٣ ٠/٣ ٠/٧ ٠/۶۶ (٠, ٠/۶۶]
٠/۵ ٠/٣ ٠/۵ ٠/۶۶ (٠, ٠/۵٠]

نتیجه گیری ۶
و سیستم عمر طول توزیع تابع و شد گرفته نظر در تصادفی مؤلفه های تعداد با سری سیستم یک مقاله، این در
سری های کلاس به متعلق مؤلفه ها تعداد توزیع که زمانی سیستم، (MTTF ) افتادگی کار از تا زمان میانگین
دارای سیستم مؤلفه های تعداد تصادفی متغیر که است شده فرض آمده اند. به دست است، توزیع ها از توانی
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به هزینه تابع و بقا تابع عمر، طول متوسط برمبنای بهینه سازی شرایط تحت آن پارامتر و باشد هندسی توزیع
است. شده تعیین عددی و نظری صورت

توزیع و تصادفی مؤلفه ها تعداد و وابسته سیستم مؤلفه های که وقتی مؤلفه ها بهینه تعداد تحقیق آینده عنوان به 
گیرد. قرار بررسی و مطالعه مورد می تواند است توزیع ها از توانی سری ها ی کلاس به متعلق آن ها
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عمر طول شده بریده توزیع های در ریسک و زنگا شاخص از ویژگی هایی
١ ج. احمدی، و ١ غ. برزادران، محتشمی م.١، عرب، کدخدای

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ١

شاخص های بین ارتباط است شده سعی مقاله این در باشد، عمر طول تصادفی متغیر X کنید فرض چکیده:
مبنای بر شده بریده تصادفی متغیر برای زنگا و لورنتس منحنی جمله از اقتصاد نابرابری مباحث در معروف

شد. خواهد بررسی ریسک اندازه و فوق مفاهیم بین ارتباط همچنین شود. مطالعه X
شاخص ریسک، اندازه اقتصادی، نابرابری زنگا، شاخص گذشته، عمر طول میانگین کلیدی: واژه های

نابرابری.

مقدمه ١
مفهوم دو این مطالعه امکان اعتماد قابلیت اندازه گیری معیارهای و نابرابری شاخص های بین ارتباط بررسی
قابل نابرابری شاخص های برحسب نیز عمر گذشته و باقیمانده میانگین می کند. فراهم دیگری از استفاده با را
که است مفهوم یک واقعا گاه و است مرتبط کاملا نیز ریسک و بیمه از شاخص هایی با همچنین است. بیان

می گیرد. قرار توجه مورد شاخه ها سایر در متفاوت نام های با
چندرا نوشته های در هستیم. مبحث دو این بین جدید روابط دنبال به شده انجام کارهای واسطه به مقاله این در
گرفته اند. قرار توجه مورد اعتماد قابلیت در اقتصادی مفاهیم [٢] کریسنزی و جئورجی و [١] سینگپوروالا و

(که یکنواخت توزیع با را خاص متغیر یک مقایسه امکان که است تجمعی فراوانی منحنی یک لورنتس منحنی
را منحنی این دارد. درآمد توزیع تحلیل حوزه در وسیعی کاربرد و می کند فراهم است) کامل برابری بیانگر
درصد افقی محور و درآمد تجمعی درصد عمودی محور منحنی این در کرد. معرفی ١٩٠۵ سال در لورنتس
از شدن دورتر با و کاهش نابرابری درجه ۴۵ خط به منحنی این شدن نزدیک با می باشد. خانوارها تجمعی
و نامنفی تکیه گاه با درآمد) (مانند تصادفی متغیر X کنید فرض می یابد. افزایش نابرابری درجه ۴۵ خط
تابع بین مساحت دوبرابر با که جینی شاخص باشد، E(X) = µF متناهی میانگین و F (x) توزیع تابع

لورنتس منحنی واقعی
LF (p) =

١
µF

∫ p

٠
F−١(t)dt

ma.kadkhodayarab@mail.um.ac.ir م.: عرب، ١کدخدای

۴١
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از عبارتست می شود تفسیر LE(p) = p, ٠ ≤ p ≤ ١ لورنتس تابع کامل برابری خط و

GF = ٢
∫ ١

٠
(LE(p)− LF (p))dp

= ٢E[LE(π)− LF (π)]. (١)
است: زیر شرح به نابرابری بن فرونی تابع

BF (p) = ١ − LF (p)

LE(p)
= ١ − LF (p)

p
(٢)

مطالعات در داشتن نقش بر علاوه BF (p) بن فرونی تابع می شود. شناخته هم نابرابری جینی تابع عنوان به و
دارد. هم بقا تحلیل و بیمه جامعه شناسی، اعتماد، قابلیت مطالعات در بسیاری کاربرد فقر، و درآمد

شده بریده تبدیل های در ریسک از ویژگی هایی ٢
برابری و حقیقی توابع بین انحراف اندازه عنوان به می توان را اقتصادی نابرابری شاخص های از بسیاری
درصد p که است نسبی اندازه یک LF (p) لورنتس حقیقی تابع که باشید داشته توجه کرد. مشاهده لورنتس

می کند. مقایسه µF جامعه کل درآمد میانگین با را جامعه پایین درآمد های

BF (p) = ١ − AV@RF (p)

µF
(٣)
که

AV@RF (p) =
١
p

∫ p

٠
F−١(t)dt (۴)

صورت به و شرطی ریاضی امید یک AV@RF (p) واقع در است. X خطر معرض در ارزش میانگین
پایین تر F−١(p) فقر خط از که است افرادی درآمد میانگین که می شود، تعریف E[X|X ≤ F−١(p)]

هستند.
عمر طول X اگر که صورتی در است اعتماد قابلیت مطالعات در عمر طول گذشته میانگین مشابه شاخص این
E[X|X ≤ که است یادآوری به لازم است. افتاده کار از t = F−١(p) زمان از قبل که باشد سیستمی

است. معروف نیز چندکی گذشته میانگین به F−١(p)]
کنیم: می تعریف ذیل شرح به جدید BF (p) بن فرونی تابع با را GF شاخص

GF = E[١ − AV@RF (π)

µF
] (۵)
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(۵) عبارت راست سمت در π ∼ Beta(١, ١) از اخیر ریسک جای به اگر .π ∼ Beta(٢, ١) اینجا در
شد. خواهد تبدیل بن فرونی شاخص به فوق ریاضی امید کنیم، استفاده

BF =

∫ ١

٠
(١ − AV@RF (p)

µF
)dp (۶)

شاخص این دارد. درآمدی پایین سطوح به نسبت بیشتری حساسیت جینی شاخص به نسبت بن فرونی شاخص
فرمول های دارد. کاربرد نیز عمر گذشته میانگین و عمر باقیمانده میانگین خصوصا اعتماد قابلیت مباحث در

: دارند تعلق زیر شاخص های عمومی رده به جینی و بن فرونی شاخص های که می دهند نشان (۶) و (۵)
AF = E[v(AV@RF (π), µF )] (٧)

این بن فرونی و جینی شاخص های مورد در است. متناهی و معلوم ریاضی امید دارای v(x, y) تابع آن در
جای به می توانیم همچنین می شود. محسوب y حسب بر x نسبی ارزش که است، v(x, y) = ١− x

y
تابع

کنیم: استفاده زیر شکل به k تابع از ν تابع
v(x, y) = k(x/y) (٨)

می باشد. برقرار λ > ٠ همه به ازای v(λx, λy) = v(x, y)یعنی مثبت همگنی طبیعی فرض تحت واقع در
جینی شاخص های کند. می صدق k(t) توابع بعضی برای بالا عبارت که می کند بیان اویلر کلاسیک قضیه

می شوند. k(t) = ١ − t به منجر بن فرونی و
بریده تصادفی متغیر Xl,r می باشد، f چگالی تابع دارای که X نامنفی تصادفی متغیر برای [۴] به توجه با

است زیر توزیع تابع دارای متغیر این می گیرد. را [l, r] فاصله در مقادیر که است طرف دو از شده

Fl,r(x) =


٠ if x < ١
F (x)− F (l)

F (r)− F (l)
if l ≤ x ≤ r

١ if x > r

(٩)

آن اساس بر که
F−١
l,r (p) = F−١(pF (r) + (١ − p)F (l)) (١٠)

بررسی مورد مفهوم اولین می کنیم. بیان شده بریده توزیع های برای را [٣] آمده دست به مفاهیم حال می باشد.
که: است خطر معرض در ارزش میانگین

AV@RFl,r
(p) =

١
p

∫ p

٠
F−١
l,r (t)dt

=
١
p

∫ p

٠
F−١(tF (r) + (١ − t)F (l))dt
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=
١

F (r)− F (l)
[AV@RF (pF (r) + (١ − p)F (l))− AV@RF (F (l))].

(١١)
رابطه به تبدیل رابطه(١١) شوند گرفته نظر در l = F−١(a) و r = F−١(b) هرگاه که است اهمیت حائز

شد: خواهد زیر
AV@RFl,r

(p) =
١

b− a
[AV@RF (pb+ (١ − p)a)− AV@RF (a)] (١٢)

آنگاه: باشد (r ̸= ∞) l = ٠ هرگاه رابطه در ضمن در

AV@RF٠,r =
١

F (r)
[AV@RF (pF (r))] (١٣)

به منجر (l ̸= ٠) r = ∞ و
AV@RFl,∞ =

١
١ − F (l)

[AV@RF (p+ (١ − p)F (l))− AV@RF (F (l))] (١۴)
می شود.

می شود: حاصل (۴) در آمده دست به رابطه همان r = ∞ و l = ٠ اگر همینطور و
AV@RF٠,∞ = AV@RF (p) (١۵)

است: زیر شرح به E-Gini شاخص از k(t) توابع از دیگر مثالی
CF,α = ٢(

∫ ١

٠
(t− LF (t))

αdt)١/α

=
٢

(α + ١(١/α (E[v(AV@RF (π)), µF ])
١/α, (١۶)

جایگزین را (α + ١(١/α اگر .k(t) = (١ − t)α و است v(x, y) = (١ − x/y)αمرجع اندازه تابع
می شود: تبدیل زیر شاخص به (١۶) عبارت راست سمت دهیم، قرار بالا عبارت در ٢ عدد

C̃F,α = (E[v(AV@RF (π), µF )])
١/α

می کنیم: بازنویسی زیر شکل به طرف دو از شده بریده توزیع فرضیات تحت را (١۶) رابطه حال
CFl,r,α = ٢[

∫ ١

٠
(t− LF (tF (r) + (١ − t)F (l)) + LF (F (l)))

α)]١/αdt (١٧)
تابعی وسیله به را AF شاخص که است مفید گاهی که می کنیم مشاهده C̃F,α و CF,α عبارات به توجه با
دیگر عبارت به می دهیم. نشان θF مانند دلخواه مرجعی وسیله به را AF شاخص کنیم. تبدیل w(x) مانند

داریم:
BF = w(E[v(AV@RF (π), θF )])·
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دهنده نشان صفر مقدار است. [٠, ١] بازه به شاخص برازش آن اصلی نقش که است نرمال ساز تابع w(x)
رسید ایم: BF شاخص توسیع به حال است. شدید نابرابری دهنده نشان یک مقدار و کامل برابری

CF = w(E[v(AV@RF,u(π), θF )]) (١٨)
و درآمد X مثال عنوان به می کنیم. استفاده u(X) آن تبدیل از X تصادفی متغیر جای به فوق رابطه در

است. درآمد مطلوبیت u(X)

شناخته شاخص های از زیادی تعداد محاسبه برای که است کاول شاخص از کوچک تعمیم یک شاخص این
شده است. ارائه دسترس از دور جدید شاخص های و عمومی) آنتروپی شاخص های کلاس خصوص شده(به

شکل تغییر تابع اساس بر ریسک از مفاهیمی ٣
گرفتن نظر در برای می شود شناخته هم S-Gini شاخص عنوان به که کاکوانی ویمارک- دونالدسون- شاخص
می شود: نوشته زیر صورت به و آمده است وجود به نمی گرفت نظر در جینی شاخص که اجتماعی ترجیحات

DWKF,α = α(α− ١)
∫ ١

٠
(١ − p)α−٢(p− LF (p))dp

دهد. می انعکاس را نظر مورد اجتماعی ترجیحات α > ١ پارامتر طریق از DWKF,α شاخص
که نوشت می توان (۴) و (٣) عبارات از استفاده با

DWKF,α =

∫ ١

٠
(١ − LF (p)

p
)fBeta(p|٢, α− ١)dp

=

∫ ١

٠
(١ − AV@RF (p)

µF
)fBeta(p|٢, α− ١)dp

= E[v(AV@RF (πα), µF )], (١٩)
هستند. πα ∼ Beta(٢, α− ١) ریسک و v(x, y) = ١ − x/y نسبی مقدار تابع که

توابع کلاس ابتدا است بیشتری انعطاف دارای DWKF,α شاخص از که جدید شاخص یک معرفی برای
می کنیم: معرفی را زیر مولد

(p ∈ (٠, ١) مقادیر همه به ازای h′′ ≥ ٠) است محدب و مشتق پذیر دوبار تابع یک h : [٠, ١] → [٠, ١]
.h′(٠) ̸= ١ و است h(١) = ١ و h(٠) = ٠ کرانی شرایط دارای که

می شود: داده نشان زیر فرمول توسط آن چگالی که است ریسکی πh
f◦(p) =

ph′′(١ − p)

١ − h′(٠) (٢٠)
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v(x, y) = نسبی مقدار تابع به توجه با نقاط. سایر برای f◦(p) = ٠ و ، p ∈ (٠, ١) مقادیر همه به ازای
داریم: ١ − x/y

DWKF,h = E[v(AV@RF (πh), µF )]

=
١

١ − h′(٠)(١ − ١
µF

∫ ١

٠
F−١(p)h′(١ − p)dp)

=
١

١ − h′(٠)(١ − ١
µF

∫ ∞

٠
h(١ − F (x))dx). (٢١)

πh ریسک صورت این در می گیریم، نظر در α > ١ برای را h(p) = pα تابع موضوع شدن روشن برای
چگالی از

πα ریسک توزیع همان که πh ∼∼ Beta(٢, α− ١) یعنی کند، می پیروی α(α− ١)p(p− ١)p−١

می آید: به دست زیر به فرم DWK شاخص نتیجه در است. شده مشاهده

DWKF,α = ١ − α

µF

∫ ١

٠
F−١(p)(١ − p)α−١dp

= ١ − ١
µF

∫ ∞

٠
(١ − F (x))αdx, (٢٢)

DWK شاخص اگر حال است. h محدب توابع برای شده تولیده ریسک های اساس بر DWKF,h شاخص
داشت: خواهیم کنیم بررسی طرف دو از شده بریده توزیع های در را

DWKFl,r,h =
١

١ − h′(٠)(١ − ١
µFl,r

∫ r

l
F−١
l,r (p)h

′(١ − p)dp) (٢٣)
شده بریده های توزیع در میانگین به توجه با

µl,r =

∫ r

l
tfl,r(t)dt

=
µF

F (r)− F (l)
(٢۴)

داشت: خواهیم (٢٣) رابطه در (٢۴) رابطه جایگذاری با
DWKFl,r,h =

١
١ − h′(٠)

− F (r)− F (l)

(١ − h′(٠))µF
∫ r

l
F−١(pF (r) + (١ − p)F (l)

)
h′(١ − p) dp

به و است وانگ شکل) (تغییر ریسک اندازه g مقعر مولد توابع اساس بر بار این ولی مشابه شاخص یک
می شود: تعریف زیر صورت

WF,g =

∫ ∞

٠
g(١ − F (x))dx
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و g(٠) = ٠ کرانی شرایط دارای و است نزولی است شکل تغییر تابع یک g : [٠, ١] → [٠, ١]
WF,g وانگ ریسک اندازه ،α ∈ (٠, ١) به ازای g(p) = pα تابع با به [۴] توجه با است. g(١) = ١
می شود. نوشته طرف دو از شده بریده توزیع های شرایط تحت ریسک اندازه متناسب خطرات تبدیل شکل به

PHTFl,r,α =

∫ r

l
(١ − Fl,r(x))

αdx

تابع حال اینکه نخست می شویم: بزرگ تفاوت دو متوجه DWK شاخص و وانگ ریسک اندازه مقایسه با
است: زیر صورت به اکنون ما مورد علاقه

AV aRF (p) =
١

١ − p

∫ ١

p
F−١(t)dt.

توزیع های مفهوم در فوق تابع بود.) خواهد µF میانگین همان AV aRF (p) باشد، p = ٠ که (زمانی
می شود: تعریف زیر بصورت طرف دو از شده بریده

AV aRFl,r
(p) =

١
١ − p

∫ ١

p
F−١(tF (r) + (١ − t)F (l))dt

=
١

(١ − p)(F (r)− F (l))

∫ F (r)

pF (r)+(١−p)F (l)
F−١(y)dy

=
١

F (r)− F (l)

١
١ − p

∫ ١

pF (r)+(١−p)F (l)
F−١(y)dy

− ١
(١ − p)(F (r)− F (l))

∫ ١

F (r)
F−١(y)dy

=
١

F (r)− F (l)
[AV aRF (pF (r) + (١ − p)F (l))− AV aRF (F (r))]

(٢۵)
زیر صورت به مولد توابع این است.کلاس مقعر می کند، تولید تصادفی موقعیت توزیع که g تابع اینکه دوم و

می شود: تعریف
مقادیر همه ازای به g′′ ≤ است(٠ مقعر و مشتق پذیر دوبار تابعی g : [٠, ١] → [٠, ١] .٣ . ١ توجه

.g′(١) ̸= ١ و است g(١) = ١ و g(٠) = ٠ کرانی شرایط دارای که (p ∈ (٠, ١)
می کند: تولید می شود محاسبه زیر فرمول با که را πg ریسک از f (p) چگالی g مثل تابعی

f◦(p) =
−(١ − p)g′′(١ − p)

١ − g′(١) (٢۶)
v(x, y) = y/x−١ نسبی ارزش تابع نقاط.با سایر برای f◦(p) = ٠ و ،p ∈ (٠, ١) مقادیر همه ازای به

داریم:
E[v(µF , AV aRF (πg))] =

١
١ − g′(١)(

١
µF

∫ ١

٠
F−١(p)g′(١ − p)dp− ١)
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=
١

١ − g′(١)(
١
µF

∫ ∞

٠
g(١ − F (x)(dx− ١) (٢٧)

به E[v(µFAV aRF (πg))] انتظار مورد نسبی ارزش عبارات در می تواند WF,g وانگ ریسک اندازه
شود: بیان زیر صورت

WF,g = µF (E[v(µF , AV aRF (πg))](١ − g′(١)) + ١) (٢٨)
Beta(١, α) تابع از πg ریسک باشیم، داشته را α ∈ (٠, ١) هر ازای به g(t) = tα مولد تابع وقتی

می کند. پیروی
داریم: (٢٧) عبارت از

E[v(µF , AV RaF (πF ))] =
١

١ − α
(

١
µF

∫ ∞

٠
(١ − F (x)α)dx− ١) (٢٩)

می کنیم: تعریف ریسک اندازه متناسب خطرات تبدیل برای را زیر عبارت آخر در و
PHTF,α = µF (E[(µFAV aRF (πg))](١ − α) + ١).

می کنیم. بررسی طرف دو از شده بریده توزیع های در را وانگ ریسک اندازه حال

WFl,r,g =

∫ r

l
g(١ − F (x)− F (l)

F (r)− F (l)
)dx

=

∫ r

l
g(
F (r)− F (l)− F (x) + F (l)

F (r)− F (l)
)dx

=

∫ r

l
g(
F (r)− F (x)

F (r)− F (l)
)dx (٣٠)

داشت: خواهیم قبل رابطه در l = F−١(a) و r = F−١(b) گرفتن نظر در با

WFl,r,g =

∫ F−١(b)

F−١(a)
g(
b− F (x)

b− a
)dx· (٣١)

،w(x) = x نرمالساز تابع از استفاده و θF شخصی مرجع عنوان AVبه aRF (p)پذیرش با و [۵] به توجه با
شد: خواهد تبدیل زنگا شاخص به BF شاخص

ZF =

∫ ١

٠
(١ − AV@RF (p)

AV aRF (p)
)dp

= E[v(AV@RF (π), AV aRF (π))] (٣٢)
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.π ∼ Beta(١, ١) و v(x, y) = ١ − x/y نسبی مقدار تابع با
می کنیم: بازنویسی شده بریده توزیع های مفهوم در را زنگا شاخص (٢۵) و (١١) روابط از استفاده با حال

ZFl,r
=

∫ ١

٠
(١ −

AV@RFl,r
(pF (r) + (١ − p)F (l))− AV@RFl,r

F (l)

AV aRFl,r
(pF (r) + (١ − p)F (l))− AV aRFl,r

F (l)
)dp

خواهد کاری مشابه مساله این باشد، کوچک موارد به توجه با بزرگ ریسک های اندازه گیری ما علاقه مندی اگر
با اینبار ولی مسیر همان کردن دنبال با پس بود. داده انجام اقتصادی نابرابری زمینه در [۵] زنگا که شد
رسید خواهیم ریسک نسبی اندازه به π عمومی ریسک و v(x, y) = y/x−١ نسبی مقدار تابع از استفاده

RF = E[v(AV@RF (π), AV aRF (π))], (٣٣)
می شود: بازنویسی زیر صورت به مطلوبیت تابع به توجه با که

RF = ERF (π) (٣۴)
می شود: ایفا ریسک تابع توسط مطلوبیت تابع نقش و

RF (p) =
AV aRF (p)

AV@RF (p)
− ١

کرد. خواهیم استفاده RF جای به RX نماد از سازی ساده برای ادامه در
داریم: را زیر عبارات .٣ . ٢ گزاره

.RX = ٠ آنگاه ،d > ٠ ثابت مقدار برای X = d یعنی باشد، ثابت X ریسک اگر .١
.RdX = RX یعنی، نمی دهد، تغییر را ریسک نسبی اندازه d > ٠ ثابت مقدار هر در X ضرب .٢

یعنی، می دهد، کاهش را ریسک نسبی اندازه X ریسک به d > ٠ ثابت مقدار هر کردن اضافه .٣
.RX+d = RX

لزوم و می دهد کاهش را ریسک پذیری ریسک، به مثبتی ثابت مقدار هر کردن اضافه که می گوید ٣ گزاره
که است لورنتس ترتیب مرتب سازی، ازین نمونه یک می شود. احساس ریسک نسبی اندازه های مرتب سازی
زیر گزاره به را ما سوم ویژگی است. اقتصادی توزیع های پذیری مقایسه برای ابزارها پرکاربردترین از یکی

می رساند:
.RX ≤ RY آنگاه ،X ≤L Y یعنی کنند پیروی لورنتس ترتیب از Y و X ریسک اگر .٣ . ٣ گزاره

ریسک نابرابری X پیگو-دالتون مفهوم در می دهد. سوق پیگو-دالتون اصل سمت به را ما گزاره این
.X ≤L Y و µX = µY اگر و تنها اگر می شود، داده نشان X ≤PD Y با و دارد Y به نسبت کمتری

عمومی بسیار نابرابری اندازه یک نسبی شان مقدار در تفاوت به جز یکسانند، (٣٣) و (٣٢) عبارات راست سمت
می کنند: ایجاد را

E[v(AV@RF (π), AV aRF (π
∗))]
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توجه با ما π = π∗ وقتی که است بدیهی باشند. غیر تباهیده یا تباهیده مستقل، یا وابسته می توانند π∗ و π
π∗ = اگر٠ همچنین داشت. خواهیم را ریسک نسبی اندازه یا زنگا نابرابری شاخص نسبی، مقدار تابع به
همان که می شود E[AVتبدیل aRF (π), µF ] به بالا عبارت بنابراین و AV aRF (π

∗) = µF آنگاه
است. بن فرونی شاخص

نتیجه گیری ۴

نابرابری های با اهمیتی حائز ارتباط هستند اعتماد قابلیت در مهم معیارهای از که عمر گذشته و باقیمانده میانگین
همینطور دارند. مربوطه شاخص های و زنگا) منحنی بن فرونی، منحنی لورنتس، منحنی جمله از ) اقتصادی
تمام در می شود. بیان مختلف اشکال در مفهوم یک گاه و می باشند مرتبط ریسک مفاهیم با مبحث دو هر
اعتماد قابلیت بحث در آمده دست به نتایج کردیم بیان طرف دو از شده بریده توزیع های مبحث در که عباراتی
و صفر مقادیر با ترتیب به را و r و l اگر همچنین هستند بیان قابل عمر باقیمانده و عمر گذشته اساس بر
کرده مشاهده ریسک اندازه و اقتصادی شاخص های مبحث در که رابطه هایی همان کنیم، جایگزین بی نهایت
معرفی تازه شاخص از خاصی نمونه های کردیم ذکر مقاله این در که مثال هایی آمد. خواهد دست به بودیم
π∗ و π ریسک های مقاله این سراسر مثال های در که می گیریم نتیجه نکته این به توجه با هستند. εF شده
.(π∗ = ٠ یا π = ١) است تباهیده آنها از یکی یا و (π = π∗) هستند یکسان یا که بودند گونه ای به
با ارتباط به توجه ریسک، نسبی اندازه های و اقتصادی نابرابری شاخص های بر تاکید ضمن نوشتار این در

است. شده معطوف نیز اعتماد قابلیت مسائل
بگیرد: قرار بررسی مورد می تواند آینده در که هستند کارهایی جمله از زیر موارد

عمر. طول توزیع های مفهوم از استفاده با اقتصادی نابرابری از جدید شاخص های معرفی (١
اقتصادی. نابرابری شاخص های از استفاده با عمر طول توزیع های از جدید ویژگی های یافتن (٢
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پویا عملیاتی شرایط تحت موازی و سری سیستم های خطر نرخ تابع
م.١ رزمخواه، و پ.١ مهابادی،

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ١

پویا محیطی شرایط تحت و می شوند گرفته نظر در وابسته مولفه های با موازی و سری سیستم های چکیده:
سیستم ها مدل بندی برای می گیرند. قرار بررسی مورد سیستم ها این برای خطر نرخ تابع و اعتماد قابلیت تابع
پایان در می شود. استفاده مرکب پواسن فرآیند از تصادفی زمان مقیاس برای و مثبت ربعی وابستگی ساختار از

می گردند. تشریح شده بیان مطالب واقعی، مثال یک با
تصادفی، زمان مقیاس مرکب، پواسن فرآیند مولفه ای، چند سیستم اعتماد، قابلیت تابع کلیدی: واژه های

مثبت. ربعی وابستگی

مقدمه ١
به بسته و دارند زیادی کاربرد عمل در که هستند منسجمی سیستم های جمله از موازی و سری سیستم های
باشد. متعددی مولفه های تعداد شامل می تواند سیستم یک هستیم مواجه آن با که فرایندی و مساله نوع
برای معمول روش های از است. سیستم اعتماد قابلیت ویژگی ها، مهم ترین از یکی مولفه ای، چند سیستم برای
سیستم، ساختار و مولفه ها اعتماد قابلیت به مربوط اطلاعات از توام استفاده سیستم، اعتماد قابلیت محاسبه
بررسی برای زیادی تحقیقات اساس این بر می باشد. غیرفعال)، یا (فعال مولفه ها عملکرد وضعیت برحسب
عملیاتی شرایط اینکه اول است، فرض دو بر مبتنی آنها بیشتر که است شده انجام سیستم یک اعتماد قابلیت
توان می بیشتر جزئیات برای هستند. مستقل های مولفه عمر طول اینکه دیگر و پایاست زمان به نسبت سیستم

نمود. مراجعه (٢٠١٨) همکاران و پنگ و (٢٠٠۵) همکاران و یالائوی به
در اما می شود، سیستم اعتماد قابلیت محاسبات شدن ساده تر باعث فرضیه ها این گرفتن نظر در هرچند،
ترمز سیستم مثال، عنوان به هستند. وابسته هم به سیستم یک مولفه های که دارند وجود موقعیت هایی عمل
را خودرو سرعت که می باشد نقلیه وسیله قسمت های مهم ترین از یکی خودرو ترمز بگیرید. نظر در را خودرو
می کنند؛ کار سری صورت به عقب و جلو ترمز لنت های سیستم این در می کند. تضمین را ایمنی و کرده کنترل
شرایط در که حالی در می شوند، فرسودگی دچار شده وارد فشار دلیل به ترمز لنت های گرفتن ترمز هنگام در

غیرقابل به صورت زمان طول در گرفتن ترمز نمی شود. مشاهده لنت ها در توجهی قابل سایش هیچ عادی

pooya.mahabadi@mail.um.ac.ir پ.: ١مهابادی،

۵٢
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می کند. تغییر ماشین از استفاده میزان و رانندگی عادت جاده، شرایط قبیل از محیطی شرایط به بسته و پیش بینی
یکدیگر به آنها فرسودگی می کنند کار عملیاتی شرایط تحت ترمز سیستم در ترمز لنت های که هنگامی همچنین
ترمز تعداد و هستند خودرو یک به متعلق دو هر عقب و جلو محور چرخ های که آنجایی از می شوند. مرتبط
دو چرخ های لنت ساییدگی میزان پس می شود، محور دو هر چرخ لنت های ساییدگی باعث خودرو راننده گرفتن
دارد، وجود عقب و جلو لنت های ساییدگی بین مثبت وابستگی دقیق تر عبارت به هستند. وابسته هم به محور
چند هر شد، خواهند ساییده بیشتر هم عقب لنت های شود، ساییده بیشتر جلو لنت های چه هر که معنی این به
وابسته مولفه های با سیستم هایی است لازم مواقعی چنین در بنابراین نیست. یکسان آنها ساییدگی میزان که
ممکن مولفه ها بین احتمالی وابستگی و زمان با متناسب محیطی شرایط تاثیر از غفلت  شود. گرفته نظر در
و وکاتز (١٩٩٩) انگلیش و کوئیت شود. منجر سیستم اعتماد قابلیت محاسبه در نادرستی ارزیابی به است
است لازم بنابراین اند. داده قرار مطالعه مورد را موضوع این که هستند افرادی جمله از (٢٠٠٣) همکاران
نیز تحقیقاتی طرفی، از شود. گرفته نظر در وابسته های مولفه با هایی سیستم بررسی برای مناسبی های مدل
می جمله آن از که است شده انجام ای مولفه چند های سیستم برای پویا اعتماد قابلیت مدلهای خصوص در

نمود. اشاره (٢٠١٢) همکاران و خاکزاد و (٢٠٠٩) پولیافیتو و دیستفانو ،(٢٠٠٨) لیانگ و ژنگ به توان

می مشترک تاثیر محیط از پویا صورت به که مولفه ها عمر طول بین همبستگی های به توجه با مقاله این در
به باشد، تغییرناپذیر عملیاتی شرایط که هنگامی می کنیم. پیشنهاد را مولفه ای چند اعتماد قابلیت مدل پذیرند،
از خطی و مشخص تابع یک صرفاً نیز آن معادل کار زمان باشد، ثابت رطوبت و کار محیط دمای مثال عنوان
تصادفی تقویمی زمان طول در معادل کار زمان آنگاه باشد، پویا عملیاتی شرایط اگر ولی می شود، تقویمی زمان
تصادفی فرآیند یک عنوان به را پویا عملیاتی شرایط از حاصل معادل عملیاتی زمان مقاله این در بود. خواهد
معکوس گوسی و گاما مرکب، پواسون فرایندهای می شود. گفته تصادفی زمان مقیاس آن به که می کنیم مدل
استفاده مورد سیستم یک اعتماد قابلیت بررسی در توانند می مساله نوع به بسته که هستند فرایندهایی جمله از
شده وارد شوک های به توجه با ترمز لنت های آن در که خودرو ترمز سیستم در مثال عنوان به بگیرند. قرار
زمان مقیاس آن به که می کنیم مدل مرکب پواسون فرایند یک عنوان به را کارکرد زمان می شود، ساییدگی دچار
موازی و سری های سیستم بررسی در مقاله این مطالب اصلی محور فرایند این شود. می گفته مرکب پواسن
است منطقی می کنند، کار یکسان عملیاتی شرایط تحت سیستم یک در موجود مولفه های که آنجایی از است.
بین ارتباط تصادفی زمان مقیاس معمولا هستند. یکسان تصادفی زمان مقیاس دارای مولفه ها کنیم فرض که

می دهد. نشان را مولفه ها عمر طول

بخش در می شود. بررسی تصادفی زمان مقیاس عنوان به مرکب پواسن فرآیند مقاله، این دوم بخش در
مولفه با موازی و سری های سیستم خطر نرخ تابع شود. می ارائه مولفه ها وابستگی ساختار از ای نمونه سوم،
استفاده با مقاله در شده بیان تئوری پنجم، بخش در گیرد. می قرار مطالعه مورد چهارم بخش در وابسته های

می گردد. تشریح واقعی داده های از مثال یک از
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مرکب پواسن فرآیند ٢
طول تجمعی توزیع تابع کنید فرض همچنین باشد. مولفه ای n سیستم در iام مولفه عمر طول Ti کنید فرض

باشد. زیر صورت به λ−١
i میانگین با نمایی توزیع عمر،

FTi
(t) = FTi

(µ(t)) = ١ − exp(−λiµ(t)), (١)
µ(t) = tβ مثال برای است. محیطی شرایط تاثیر تحت زمان از شده تبدیل تابعی µ(t) و شکست نرخ λi که
همچنین، گیرد. می قرار استفاده مورد فرسودگی و سالخوردگی مفاهیم برای که زمان به دادن سرعت برای
که شود توجه می گیرد. قرار استفاده مورد زمان دادن کاهش برای µ(t) = ١ − exp(−βt) زمانی مقیاس
تحت توانند می سیستم یک های مولفه اما است. شده گرفته نظر در زمان از مشخص تابعی حسب بر (١) مدل
{H(t); t > ٠} تصادفی فرایند با را (١) در µ(t) تابع مواقعی، چنین در کنند. کار پویا محیطی شرایط
برای محیطی شرایط اثرات زیرا است مشترک ها مولفه همه برای تصادفی زمان مقیاس می کنیم. جایگزین
به H(t) شرط به t زمان در iام مولفه عمر طول تجمعی توزیع تابع بنابراین باشد. می یکسان ها مولفه تمام

می باشد: زیر صورت
FTi

(t|H(t)) = ١ − exp(−λiH(t)), (٢)
خودرو ترمز سیستم مثال در بیاورید یاد به .H(٠) = ٠ و صعودی {H(t); t > ٠} فرآیند که به طوری
به را تصادفی زمان مقیاس اینجا در می شوند. ساییدگی دچار شده وارد شوک های تاثیر تحت ترمز لنت های

که: اینگونه به می کنیم مدل مرکب پواسون فرآیند یک عنوان

H(t) =

H(t)∑
γ = γH(t) (٣)

می  باشد µ(t) میانگین تابع با همگن غیر پواسون فرآیند {H(t); t > ٠} و شده وارد شوک مقدار γ که
است: زیر احتمال جرم تابع با Pois(µ(t)) توزیع دارای H(t) ،t زمان در که

P (H(t) = k) =
µ(t)k exp(−µ(t))

k!

که شود می تولید λiγ پارامتر (٢) در (٣) جایگذاری با می باشد. µ(t) برابر H(t) واریانس و میانگین
دهیم. می قرار یک برابر γمقدار اضافی پارامتر از جلوگیری برای

مولفه ها وابستگی ٣
بیان را مربوطه تعریف ابتدا منظور این برای دهیم. می قرار توجه مورد را ربعی وابستگی ساختار بخش این در

است. برقرار ها مولفه بین وابستگی از نوع این بررسی مورد مدل در دهیم می نشان سپس و
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اگر باشند، تصادفی متغیر دو X٢ و X١ کنید فرض .٣ . ١ تعریف
P (X١ > x١, X٢ > x٢) ≥ P (X١ > x١)P (X٢ > x٢)

هستند. مثبت ربعی وابستگی دارای X٢ و X١ آنگاه
مرکب، پواسن زمان مقیاس تحت بررسی مورد سیستم مولفه های عمر طول که دهیم می نشان زیر قضیه در

دارند. مثبت ربعی وابستگی
که طوری باشند ای چندمولفه سیستم یک در مولفه  دو عمر طول Ti′ و Ti کنید فرض .٣ . ٢ قضیه
مثبت ربعی وابستگی ها مولفه عمر طول مرکب، پواسن زمانی مقیاس تحت .i ̸= i′, i, i′ = ١, ..., n

دارند.
رابطه دهیم نشان است کافی ٣ . ١ تعریف براساس باشد Ti′ و Ti از مشاهده ای ٠ ≤ ti′ ≤ ti اگر برهان.

است یک مساوی بزرگتر زیر

D(ti, ti′) =
P (Ti > ti, Ti′ > ti′)

P (Ti > ti)P (Ti′ > ti′)
.

و H(ti)−H(٠) علاوه به باشد H(ti′) و H(ti) تصادفی زمانی مقیاس دارای ترتیب به ti′ و ti اگر
داریم: باشند، مستقل H(ti′)−H(ti)

P (Ti > ti, Ti′ > ti′|H(ti)−H(٠), H(ti′)−H(ti))

= exp{−(λi + λi′)H(ti)} · exp{−λi′[H(ti′)−H(ti)]}.

و H(ti) ∼ Pois(µ(ti)) داریم پواسن فرآیند زمانی مقیاس فرض تحت
H(ti′)−H(ti) ∼ Pois(µ(ti′)− µ(ti)).

بنابراین،
P (Ti > ti, Ti′ > ti′)

= exp{−µ(ti′)(١ − exp(−λi′))− µ(ti)(exp(−λi′)− exp(−(λi + λi′)))}.
همچنین،

P (Ti > ti) = exp{−µ(ti)[١ − exp(−λi)]},
P (Ti′ > ti′) = exp{−µ(ti′[١ − exp(−λi′)]}.

می باشد زیر صورت به D(ti, ti′) بنابراین
D(ti, ti′) = exp{−µ(ti)[exp(−λi′) + exp(−λi)− exp(−λi + λi′)− ١]}.
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ti′ و ti هر برای کلی حالت در می آید. به دست مشابه به صورت D(ti, ti′) باشد ٠ ≤ ti′ ≤ ti که زمانی
داریم:

D(ti, ti′) = exp{−µ(min(ti, ti′))[exp(−λi)+exp(−λi′)−exp(−(λi+λi′))−١]},
از است. منفی λi′, λi > ٠ برای exp(−λi) + exp(−λi′)− exp(−(λi + λi′))− ١ مقدار که

است. کامل اثبات و می باشد D(ti, ti′) ≥ ١ بنابراین است. مثبت نیز µmin(ti, ti′) طرفی

سیستم خطر نرخ تابع ۴
تابع و f(t) احتمال چگالی تابع با سیستم یک عمر طول نشان دهنده T تصادفی متغیر اگر .١ . ۴ تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به سیستم خطر نرخ تابع آنگاه باشد. R(t) اعتماد قابلیت
h(t) =

f(t)

R(t)
, t > ٠.

،IFRخاصیت دارای سیستم شود می گفته ترتیب به باشد، نزولی یا ثابت صعودی، خطر نرخ تابع گر ا
زمان مقیاس تحت را موازی سیستم و سری سیستم اعتماد قابلیت ابتدا اینجا در است. DFR یا CFR

می دهیم. قرار بحث مورد خاص حالت در را سیستم خطر نرخ تابع سپس و می آوریم به دست مرکب پواسن

سری سیستم ١ . ۴
حالت در گوییم، سری سیستم آن به باشد سیستم های مولفه تمام بودن فعال مستلزم سیستم بودن فعال هرگاه
مولفه  ای n سری سیستم اعتماد قابلیت که دادند نشان (٢٠١٨) همکاران و هانگ وابسته، nمولفه برای کلی

است زیر صورت به مرکب پواسن زمان مقیاس تحت وابسته
Rs(t) = exp{−µ(t)[١ − exp(−

n∑
i=١

λi)]}. (۴)
زیراست صورت به مرکب پواسن زمانی مقیاس تحت سری سیستم خطر نرخ تابع همچنین

hs(t) = µ′(t)[١ − exp(−
n∑

i=١
λi)]. (۵)

گرفتن نظر در با باشد. مشخص µ(t) تابع باید خطر نرخ تابع و اعتماد قابلیت تابع رفتار بررسی برای
می شود ساده زیر صورت به خطر نرخ تابع ،β > ٠ که µ(t) = tβ

hs(t) = βtβ−١]١ − exp(−
n∑

i=١
λi)].

صعودی، تابع یک ترتیب به β < ١ و β = ١ ،β > ١ ازای به hs(t) تابع که می شود مشاهده راحتی به
است. نزولی و ثابت
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موازی سیستم ٢ . ۴
حالت در گوییم، موازی سیستم آن به باشد سیستم مولفه های از یکی بودن فعال مستلزم سیستم بودن فعال هرگاه
nمولفه  ای سری سیستم اعتماد قابلیت که دادند نشان (٢٠١٨) همکاران و هانگ وابسته، nمولفه برای کلی

است: زیر صورت به مرکب پواسن زمان مقیاس تحت وابسته
Rp(t) =

∑
π∈Π

{(−١)|π|+١ exp[−µ(t)(١ − exp(πTλ))]},

تعریف زیر صورت به که است مسیر)، باشد(بردار فعال سیستم که ممکن بردار π های همه مجموعه Π که
می شوند:

π = [π١,١, π١,٢, · · · , π١,π]T

که طوری
π١,l =

١ باشد. فعال lاُم مولفه t زمان در اگر
٠ نباشد. فعال lاُم مولفه t زمان در اگر ,

|π|=
n∑

i=١
π١,l

زیراست: صورت به مرکب پواسن زمانی مقیاس تحت سری سیستم خطر نرخ تابع بنابراین،

hp(t) = µ′(t)

∑
π∈Π{(−١)|π|+١)١ − exp(−πTλ) exp(−µ(t)(١ − exp(−πTλ)))}∑

π∈Π{(−١)|π|+١ exp[−µ(t)(١ − exp(π٢λ))]}
نمی توان براحتی و است پیچیده موازی سیستم در خطر نرخ تابع و اعتماد قابلیت تابع فرم که می شود ملاحظه
یک (یعنی n = ٢ و β > ٠ که µ(t) = tβ گرفتن نظر در با بنابراین کرد، قضاوت آن رفتار مورد در
در λ٢ و λ١ ،β مختلف مقادیر ازای به اعتماد قابلیت تابع و خطر نرخ تابع رفتار مولفه ای)، دو موازی سیستم

می شود. داده نمایش ٢ ١و شکل های

شده. مشخص β مقدارهای با λ٢ = ١ و λ١ = ١ با سیستم خطر نرخ تابع :١ شکل

با عبارتی به دارد. نزولی روند β < ١ ازای به سیستم خطر نرخ تابع بینید، می ١ شکل در که همانطور
خاصیت دارای β > ١ برای و است DFR خاصیت دارای و یابد می کاهش سیستم خطر نرخ زمان گذشت
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شده. مشخص βمقدارهای با λ٢ = ١ و λ١ = ١ با سیستم اعتماد قابلیت تابع :٢ شکل

شود، بزرگتر β هرچه β ≥ ١ ازای به سیستم خطر نرخ تابع می شود مشاهده که همانطور باشد. IFRمی
می باشد. سیستم اعتماد قابلیت به ٢مربوط شکل می گیرد. بیشتری صعودی شیب سیستم خطر نرخ

واقعی مثال ۵

این به می کند کار پویا عملیاتی شرایط در خودرو ترمز سیستم شد گفته مقدمه بخش در شده ذکر مثال در
داده های (٢٠١٨) همکاران و هانگ فرضیات به توجه با داریم وابسته مولفه ای دو سری سیستم یک که صورت
و کامل داده  دارای تاکسی ۴۴ که تاکسی ۵٠ برای خودرو عقب و جلو ترمز لنت های عمر طول به مربوط
های لنت عمر طول های داده ٣ شکل است. شده سانسور عقب ترمز لنت های عمر طول دیگر تاکسی ۶ برای

می دهد: نشان را خودرو ۵٠ برای عقب و جلو

عقب و جلو ترمز لنت های عمر طول :٣ شکل

و کرده برآورد را β و λ٢ ،λ١ مقادیر ماکزیمم درستنمایی روش از استفاده با (٢٠١٨) همکاران و هانگ
یک خودرو ترمز سیستم اینکه به توجه با است. آمده به دست ٣٫٧۶۵ و ٠٫٠٠٨٣ ،٢٫۶٩٢ مقدار ترتیب به
(۵) و (۴) روابط از استفاده با می توان را آن خطر نرخ و اعتماد قابلیت تابع است مولفه ای دو سری سیستم

نمود. رسم
قابلیت از سپس و است ثابت اولیه مدت برای خودرو ترمز سیستم اعتماد قابلیت که می دهد نشان شکل۴

می یابد. افزایش سپس و ثابت ابتدا ۵ شکل در سیستم خطر نرخ تابع به علاوه می شود. کاسته آن اعتماد
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خودرو ترمز سیستم اعتماد قابلیت تابع :۴ شکل

خودرو ترمز سیستم خطر نرخ تابع :۵ شکل
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