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مقدمه
مشهد فردوس اه  دانش در مفصل»، نظریه » سالانه دو پژوهش ، آموزش کارگاه های سلسله برگزاری ادامه در
در مفصل نظریه کاربردهای بر تأکید با ،(١٣٩۵) یزد اه دانش ،(١٣٩٣) کرمان اه دانش ،(١٣٩١ ،١٣٨٨)
قطب های برنامه ذیل که و...، اقتصاد ، پزش بقا، تحلیل و اعتماد قابلیت  ، مال و بیمه کشاورزی، ، مهندس علوم
تا گردید مقرر قطب اعضای مساعد نظر و کارگاه علم کمیته پیشنهاد به باشد، م فضایی و ترتیبی های داده علم
ترتیبی داده های علم قطب حمایت با روزه دو سمینار این گردد. برگزار دوسالانه سمینارهای صورت به کارگاه این
با مال و بیمه انجمن و ایران، آمار انجمن اری هم اسلام، جهان استنادی اه پای و اطلاع رسان مرکز فضایی، و
تحصیلات دانشجویان ، علم هیأت اعضای پژوهش های اطلاعات تبادل برای مناسب انات ام نمودن فراهم هدف
١٣٩٧ ماه بهمن ١١ و ١٠ پنجشنبه و چهارشنبه روزهای سمینار، محورهای در کاربران و کارشناسان و تکمیل
رضایت بتواند سمینار برگزاری مختلف کمیته های تلاش که امیدواریم شود. م برگزار مشهد فردوس اه دانش در

نماید. فراهم را گرام کنندگاه شرکت و میهمانان خاطر
داوران کمیته و علم کمیته اعضای توسط شده دریافت مقالات سمینار، فراخوان از پس که است ذکر به لازم
قرار پذیرش مورد پوستر صورت به مقاله ٧ و شفاه ارائه صورت به مقاله ٢٠ نهایت در و ارزیابی مورد سمینار
تحصیلات دانشجویان و علم هیئت اعضای از نفر ۴٠ سمینار این کنندگان شرکت که است ذکر به لازم گرفت.
داوران کمیته و اجرایی ، علم کمیته های از دانیم م لازم پایان در هستند. کشور معتبر اه های دانش تکمیل
پژوهش معاونت حوزه از را خود قدردان مراتب همچنین باشیم. داشته را زاری سپاس و ر تش نهایت سمینار

و ترتیبی های داده علم قطب علوم، ده دانش محترم ریاست ، ریاض علوم ده دانش و مشهد فردوس اه دانش
اه دانش آمار بخش اران هم و مال و بیمه انجمن آمارایران، انجمن اسلام، جهان علوم استنادی اه پای فضایی،

نماییم. اعلام مشهد فردوس
در دلپذیری اقامت امیدواریم داریم. را سمینار این در محترم کنندگان شرکت تمام توفیق آرزوی منان خداوند از

باشند. داشته مشهد شهر

(دبیر) امین محمد
١٣٩٧ بهمن
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FGM وابستگ ساختار با وابسته رقابت ریس اندازه های تحلیل

تعمیم یافته

٣ غ ، محتشم ٢ م ، امین ١ پ ، توکل

مشهد فردوس اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه

یده چ

برای که کنید فرض کند. تجربه را رقابت ست ش نوع k از ی هر بتواند که یرید ب نظر در را واحد ی

(T,C) زوج حالت این در کنیم، مشاهده Cرا ∈ {١,٢, · · · , k} ست ش علت یا نوع و T ست ش زمان واحد هر

برای را مفید وابستگ اندازه های م کنیم. مشاهده م شوند، نامیده رقابت ریس های آماری علم متون در که

شامل که FGM مفصل تعمیم های تحت را توزیع زیر توابع همچنین و دو متغیره رقابت ریس های مدل تحلیل

قابلیت اندازه گیری و آورده به دست  ٣ نوع بِر حاشیه های با (٢٠٠٠)است ژی ل و ،(٢٠٠٢) کاتز و بایراموف تعمیم

م دهیم. ارائه تعمیم ها این برای را اطمینان

اطمینان قابلیت اندازه ، تعمیم یافته FGM توزیع،مفصل زیر تابع ، رقابت ریس کلیدی: کلمات

١parisa.tavakoli@mail.um.ac.ir
٢m-amini@um.ac.ir
٣grmohtashami@um.ac.ir
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١١ آن کاربردهای و مفصل نظریه سمینار پنجمین

پیش گفتار ١

ست ش زمان واحد هر برای و شوند مشخص ست ش نوع چندین از مورد مطالعه واحد های از ی هر که کنید فرض
قطعه ی تجزیه مثال به عنوان است ن مم این جا در ست ش کنیم، مشاهده را C ∈ {١,٢, · · · , k} ست ش نوع و T
غیره. و همبستگ ارتعاش، مانند: دارد. وجود ست ش برای اصل احتمال علت چندین آن در که باشد انی م
دیوید تلاش های به را آن م توان و است اطمینان قابلیت در رقابت ریس های وضعیت از معمول نمونه ی این
واق در این دانست. ر دی علل سایر از عفونت به ابتلا از مرگ خطر کردن ریشه کن برای (١٧۶٠) سال در برنول

مشابه کاربرد دارند. قرار مرگ علت چندین معرف در افراد که است رقابت ریس های از کلاسی نمونه ی
م   دهد. رخ چند گانه پله ای کاهش تحلیل و تجزیه نام تحت معمولا و دارد وجود آماری علم و جمعیت شناس در
(نلسن، م باشد [٠,١] بازه در یونیفرم توزیع با تصادف متغیر دو از دو متغیره توزیع تابع ی دو متغیره، مفصل ی
بررس را دلخواه حاشیه ای توزیع های با تصادف متغیر دو بین وابستگ ساختار م توان مفصل، از استفاده با .(٢٠٠۶

ارشمیدس  مفصل های خانواده از جو و گامبل جنست، ، فرانک ، کلیتون جمله از شناخته شده مفصل های کرد.
گامبل‐ ‐ فارل مفصل بر مقاله این در (نلسن‐٢٠٠۶) هستند. بیضوی خانواده از t و گاوس مفصل های و است
مورگنسترن توسط FGM توزیع به مربوط مفصل م کنیم. تمرکز تعمیم یافته FGM مفصل و (FGM) مورگسترن
(٢٠١٣) اران هم و لوزارا توسط که است دیابت مبتلایان روی مطالعه آن، کاربرد های از است. شده معرف (١٩۵۶)

گامبل است. مناسب تر داده ها برای FGM مفصل مفصل ها، از مجموعه ی میان در که دادند نشان و شده انجام
،B(.) و A(.) خاص توابع برای (١٩۶٠) فارل و داد قرار مطالعه مورد نمایی حاشیه های با را FGM توزیع (١٩۶٠b)

به صورت را FGM تعمیم یافته توزیع

F (x, y) = F١(x)F٢(y)[١ + θ {١ −A(F١(x))} {١ −B(F٢(y))}].

بایراموف شامل که نویسندگان از بسیاری توسط FGM تعمیم یافته مفصل آن، ریاض خواص به توجه با کرد. معرف
(٢٠١٣,٢٠١۶) گیاردانو و دوما و (٢٠١١) اران هم و امین ،(٢٠٠٠) ژی و ل  ،(٢٠٠۶) نلسن ،(٢٠٠٢) کاتز و
تعمیم های بر دارد، وجود FGM مفصل تعمیم برای مختلف راه های اینکه به توجه با است. گرفته قرار بررس مورد
در م  کنیم. تمرکز شده، معرف (٢٠٠٠) ژی ل و و (٢٠٠٢) کاتز و بایراموف توسط که FGM مفصل از خاص
اندازه های دوم، بخش در پرداخته  ایم. رقابت ریس های مدل معرف و رقابت ریس های معرف به اول، بخش
مفصل تعمیم های تحت را زیر توزیع توابع همچنین و دو متغیره رقابت ریس های مدل های تحلیل برای را مفید
م آوریم به دست ٣ نوع بِر حاشیه های با را است (٢٠٠٠) ژی و ل  ،(٢٠٠٢) کاتز و بایراموف تعمیم شامل که FGM

م دهیم. ارائه تعمیم ها این برای را اطمینان قابلیت اندازه گیری و

١١



١٢ غ. ، محتشم م.، ، امین پ.، ، توکل

رقابت ریس مدل ٢

سانسور شدگ یا و مورد نظر پیشامد رخداد تا زمان یا T ست ش زمان شامل مشاهده شده نتیجه ، رقابت ریس های در
و شود مشاهده مورد نظر پیشامد اگر است ی برابر که م باشد سانسور شدگ متغیر یا و ست ش علت C و است.

ی م تواند C علت و شده نظر گرفته در پیوسته متغیر به عنوان T ست ش زمان است. صفر برابر صورت این غیر در
را این که است شناسایی قابل (T,C) توأم توزیع مدل ، احتمال لحاظ از باشد. j = ١, · · · , k مقادیر با ثابت عدد
ست ش زمان تصادف بردار (T,C) کنید فرض م شوند. نامیده توزیع زیر توابع اصطلاح در و کرد مشخص م توان

داریم: j = ١,٢, · · · , k و t > ٠ هر برای این صورت در باشد، ست ش علت و

: زیر توزیع تابع الف.

ی تابع این م گیریم. اندازه تجمع بروز تابع با را خاص پیشامد یا علت ی از ست ش حاشیه ای احتمال
به صورت j نوع پیشامد برای تابع این است. رقابت ریس های داده های تحلیل در تابع ها پر کاربردترین از

م شود، تعریف زیر
Fj(t) = P (T ⩽ t, C = j).

با برابر و م گیرد اندازه  t زمان از قبل تا را علت یا نوع هر از پیشامد ی دادن رخ احتمال ، کل توزیع تابع
پیشامد هاست. همه برای Fj(t) همه مجموعه

F (t) = P (T ⩽ t) =

k∑
j=١

P (T ⩽ t, C = j) =

k∑
j=١

Fj(t)

تابع ، رقابت ریس های حضور در است. [٠,١] فاصله کل توزیع تابع محدوده رقابت ریس های غیاب در
زیرا، م گیرد را p(C = j) مقدار تا حد اکثر کل توزیع

limFj(t) = P (C = j) ⩽ ١ j = ١, · · · , p

گویند. زیر توزیع آن به و نیست مناسب آن برای توزیع واژه این رو از

: ال زیرچ تابع ب.
fj(t) = F ′

j(t)

زیربقاء: تابع پ.
F̄j(t) = P (T > t,C = j) j = ١, · · · , k

:C تصادف متغیر حاشیه ای توزیع ت.

Πj = P (C = j) = Fj(∞) = F̄j(٠) j = ١, · · · , k

١٢
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j = ١, · · · , k همه برای زیرا هستند مرتبط هم با زیر بقاء و زیر توزیع توابع

Fj(t) + F̄j(t) = P (T ⩽ t, C = j) + P (T > t,C = j) = P (C = j) = Πj

تعمیم یافته FGM وابستگ ساختار با رقابت ریس اندازه های ٣

کناری، بقاء توابع بودن معلوم با چند متغیره بقاء داده های مدل سازی در استفاده مورد روش های از ی
نا پارامتری و پارامتری روش های است. یافته گسترش اخیر سال های در که م باشد مفصل توابع از استفاده
به دلیل پارامتری روش های اما است. شده پیشنهاد رقابت ریس های داده های مدل سازی برای مختلف
حل به منظور را مفصل تابع از استفاده مختلف محققین گرفته اند. قرار توجه مورد کمتر شناسایی پذیری ل مش
انتخاب پارامتری کاملا به گونه ای حاشیه ای توزیع های مدل ها این در کرده اند. پیشنهاد شناسایی پذیری ل مش
و ژانگ م شود، بیان معروف مفصل ی توسط پنهان متغیر های بین وابستگ ساختار زمان که م شوند.
پس گرفتند. نظر در را k = ٢ خاص حالت آن ها هستند. شناسایی قابل حاشیه ای توزیع های دادند نشان کلین

دادند. ارائه زیر به صورت را T٢ و T١ مفصل

C(u١, u٢) = H(G−١
١ (u١), G

−١
٢ (u٢)), (u١, u٢) ∈ [٠,١]× [٠,١]

دادند ارائه (١٩۵۵) کلین و ژانگ است. یونیفرم حاشیه  ای های با [٠,١] × [٠,١] توأم توزیع تابع ی که
تعیین F٢ و F١ زیر توزیع تابع توسط به وضوح G٢ و G١ حاشیه ای توابع پس باشد، شده شناخته مفصل اگر که
چند توزیع های ساخت هستیم. (T,C) مشاهدات از حاشیه ای توزیع های برآورد به قادر بنابراین م شوند.
مشهور ترین از ی است. گرفته قرار آماردانان توجه مورد مسئله ی عنوان به حاشیه ای ها داشتن با متغیره
متغیره دو توزیع های از کلاس است شده نامیده (FGM) گامبل‐مورگنسترن ‐ فارل که متغیره دو توزیع های

ل ش به ،F٢ و F١ (c.d.f) متغیره ی تجمع توزیع های تابع از زوج هر برای

H(x, y) = F١(x)F٢(y)
{

١ + θF̄١(x)F̄٢(x)
}

− ١ ≤ θ ≤ ١

است. شده (١٩۵۶)معرف مورگنسترن (١٩۶٠)و گامبل ،(١٩۶٠) فارل توسط واق در که م شود تعریف
نشان و شده انجام ارانش(٢٠١٣) هم لوزاداو توسط که است دیابت مبتلایان بر مطالعه آن، کاربردهای از
توزیع مورگنسترن است. مناسب تر داده ها برای FGM مفصل مفصل ها، از مجموعه ی میان در که دادند
نمایی حاشیه ای توابع برای گامبل توسط خانواده واین داد قرار مطالعه مورد را کوش حاشیه های با FGM
تعمیم یافته توزیع ،B(.) و A(.)خاص توابع برای (١٩۶٠) فارل که شد داده تعمیم فارل توسط و شد بررس

صورت به را FGM

F (x, y) = F١(x)F٢(y)[١ + θ {١ −A(F١(X))} {١ −B(F٢(y))}],

١٣
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توزیع این توسط زیاد وابستگ با داده ها مدل بندی اجازه عدم توزیع، این شناخته شده محدودیت کرد. معرف
، [−٢

٩ ,
٢
٩ ] بازه های در به ترتیب خانواده این اسپیرمن روی و تاوکندال وابستگ ضرایب مثال برای است.

متون در خانواده این از متنوع تعمیم های خانواده، این ساده تحلیل ل ش و دلیل به همین دارد. قرار [−١
٣ ,

١
٣ ]

ل و و کاتز(٢٠٠٢) و بایراموف توسط که تعمیم هایی به م توان نمونه عنوان به است،که شده ارائه آماری
،τ و ρ وابستگ ضرایب دامنه گسترش برای کاتز(٢٠٠٢) و بایراموف بپردازیم. شده، معرف (٢٠٠٠) ژی

دادند تعمیم زیر صورت به را FGM مفصل

C(u, v) = uv {١ + θ(١ − up)q(١ − vp)q} , p, q ≥ ١ (١)

به صورت، p, q ⩾ ١ پارامتر های با FGM تعمیم یافته مفصل

C(u, v) = uv {١ + θ(١ − up)q(١ − vp)q} .

آن، در که

−min
{

١, ١
p٢q (

١ + pq

q − ١
)٢q−٢

}
⩽ θ ⩽ ١

pq
(
١ + pq

q − ١
)q−١.

به صورت، مفصل ال چ و

c(u, v) = ١ + θ(١ − up)q−١ {١ − (١ + pq)up} (١ − vp)q−١ {١ − (١ + pq)vp} .

به صورت شده معرف (٢٠٠٠) ژی و ل  توسط که FGM تعمیم یافته مفصل همچنین و

C(u, v) = uv + θuqvq(١ − u)p(١ − v)p p, q ⩾ ١ (٢)

آن در که

−min
{

١
[B+(a, b)]٢

,
١

[B−(a, b)]٢
⩽ θ ⩽ − ١

B+(a, b)B−(a, b)

}
داریم. را FGM مفصل ساختار همان باشد p = q = ١ زمان که شده ذکر تعمیم دو هر برای کل حالت در
توزیع این از م گیرد. قرار استفاده مورد برنامه ها در گسترده به طور که است بِر سیستم به متعلق ،٣ نوع بِر توزیع
که داده اند. قرار بحث مورد رقابت ریس های با عمر طول داده های تحلیل و تجزیه برای مختلف نویسندگان

است، زیر به صورت به ترتیب آن توزیع تابع و ال چ تابع

f(x) = αδx−α−١)١ + x−δ)−α−١

و

F (x) = (١ + x−δ)−α, x > ٠, α > ٠, δ > ٠

١۴
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وابسته رقابت ریس اندازه های ٣ . ١

FGM مفصل تحت وابسته رقابت ریس های مدل های تحلیل برای را مفید اندازه های از برخ بخش، این در
در اساس نقش که م کنیم تمرکز زیر توزیع توابع به مربوط اندازه های روی بر م آوریم. به دست تعمیم یافته
معادله در FGM تعمیم یافته مفصل پیوسته، ست ش زمان های X,Y کنید فرض دارد. رقابت ریس مدل های
اگر C = ١ علت از ست ش و T = min(X,Y ) ست ش زمان اولین م کنیم مشاهده است. (٢) و (١)
(C = ٢) ٢ ست ش علت و (C = ١) ١ ست ش علت از زیر توزیع توابع باشد. Y < X اگر C = ٢ یا X ≤ Y

به صورت به ترتیب

F (١, t) = P (C = ١, T ⩽ t) =

∫ t

٠
f(١, z)dz,

F (٢, t) = P (C = ٢, T ⩽ t) =

∫ t

٠
f(٢, z)dz (٣)

آن، در که م باشد

f(١, t) = −∂F̄ (x, y)
dx|x=y=t

,

f(٢, t) = −∂F̄ (x, y)
dy|x=y=t

(۴)

م شوند. نامیده ال زیر چ توابع

در باشد تعمیم یافته FGM مفصل وابستگ ساختار با تصادف بردار ی (X,Y ) کنید فرض .٣ . ١ قضيه
: صورت این

آنگاه: شود انتخاب (١) مدل اگر الف)

F (٢, t) = F٢(t)−
∫ t

٠
F١(z)F٢(z)dz − θ

q∑
i=٠

q−١∑
j=٠

(
q

i

)(
q − ١
j

)
(−١)i+j

×
{∫ t

٠
F١(z)

pi+١F٢(z)
pjF٢(z)dz − (١ + pq)

∫ t

٠
F١(z)

pi+١F٢(z)
pj+pf٢(z)dz

}

آنگاه: شود انتخاب (٢) مدل اگر ب)

F (٢, t) = F٢(t)−
∫ t

٠
F١(z)f٢(z)dz − θ

p∑
i=٠

p−١∑
j=٠

(
p

i

)(
p− ١
j

)
(−١)i+j

×
{
q

∫ t

٠
F١(z)

i+qF٢(z)
j+q−١f٢(z)dz − (p+ q)

∫ t

٠
F١(z)

i+qF٢(z)
j+qf٢(z)

}
.

م آید. به دست نیز F (١, t) حالت هر در مشابه روش با هستند. زیر توزیع توابع
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این، بر علاوه  باشد، برقرار ٣ . ١ قضیه شرایط کنید فرض .٣ . ١ نتیجه

F١(x) = (١ + x−δ)−α,

F٢(x) = (١ + y−δ)−β

صورت، این در م شود. تعریف δ > ٠ و β > ٠ و α > ٠ آن در که باشند بر حاشیه ای توزیع توابع

آنگاه: شود انتخاب (١) مدل اگر الف)

F (٢, t) = Hδ(t)
β − β

α+ β
Hδ(t)

α+β − θβ

q∑
i=٠

q−١∑
j=٠

(
q

i

)(
q − ١
j

)
(−١)i+j

×
{
Hδ(t)

α(pi+١)+β(pj+١)

α(pi + ١) + β(pj + ١)
− (١ + pq)Hδ(t)

α(pi+١)+β(pj+p+١)

α(pi + ١) + β(pj + p+ ١)

}
آنگاه: شود انتخاب (٢) مدل اگر ب)

F (٢, t) = Hδ(t)
β − β

α+ β
Hδ(t)

α+β − θβ

p∑
i=٠

p−١∑
j=٠

(
p

i

)(
p− ١
j

)
(−١)i+j

×
{
qHδ(t)

α(i+q)+β(j+q)

α(i+ q) + β(j + q)
− (p+ q)Hδ(t)

α(i+q)+β(j+q+١)

α(i+ q) + β(j + q + ١)

}
.

آن در که

Kαδ = αδt−δ−١

Kβδ = βδt−δ−١

Hδ(t) = (١ + t−δ)−١

باشد،علاوه بر این Fو٢ F١ حاشیه ای توزیع توابع و F توام توزیع با تصادف بردار ی (X,Y ) کنید فرض .٣ . ١ لم
صورت، این در است ست ش علت C = ٢

R = P (Y < X) = F (٢,+∞)

باشد، برقرار ٣ . ١ نتیجه شرایط کنید فرض .٣ . ٢ نتیجه

آنگاه: شود انتخاب (١) مدل اگر الف)

F (٢,∞) =
α

α+ β
− θβ

q∑
i=٠

q−١∑
j=٠

(
q

i

)(
q − ١
j

)
(−١)i+j

×
{

β(q − p٢qj − pq)− αp(pqi+ q)

[α(pi+ ١) + β(pj + ١)][α(pi+ ١) + β(pj + p+ ١)]

}
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آنگاه: شود انتخاب (٢) مدل اگر ب)

F (٢,∞) =
α

α+ β
− θβ

p∑
i=٠

p−١∑
j=٠

(
p

i

)(
p− ١
j

)
(−١)i+j

×
{

β(q − pq − pj)− αp(i+ q)

[α(i+ q) + β(j + q)][α(i+ q) + β(j + q + ١)]

}
باشد، برقرار ٣ . ٢ نتیجه شرایط کنید فرض .٣ . ١ مثال

آنگاه: شود انتخاب (١) مدل اگر الف)

آنگاه: p = q = ١ اگر ١

R =
α

α+ β
+ θ

αβ(α− β)

(α+ β)(٢α+ β)(α+ ٢β)

آنگاه: p = q = ٢ اگر ٢

R =
α

α+ β
+ θ

α٢β٢(α− β)[١۴٧٢(α+ β)٢ + ٧۶٨αβ]
(α+ β)(α+ ٣β)(α+ ۵β)(٣α+ β)(٣α+ ۵β)(۵α+ β)(۵α+ ٣β)

آنگاه: p = ١, q = ٢ اگر ٣

R =
α

α+ β
+ θ

۵۶۴α۵β٢ + ١٢٩۴α۴β٣ + ٧٣۶α٣β۴ + ٢١۴α٢β۵ − ١۴۴αβ۶

(α+ β)(α+ ٢β)(α+ ٣β)(٢α+ β)(٢α+ ٣β)(٣α+ β)(٣α+ ٢β)٣

pآنگاه: = ٢, q = ١ اگر ۴

R =
α

α+ β
+ θ

۴αβ(٣α٢ + ٢αβ − β٢)

(α+ β)(α+ ٣β)(٣α+ β)(٣α+ ٣β)

آنگاه: شود انتخاب (٢) مدل اگر ب)

آنگاه: p = q = ١ اگر ١

R =
α

α+ β
+ θ

αβ(α− β)

(α+ β)(٢α+ β)(α+ ٢β)

آنگاه: p = q = ٢ اگر ٢

R =
α

α+ β
+ θ

α٢β٢(α− β)[٢۶(α+ β)٢ + ٣αβ]
(α+ β)(٢α+ ٣β)(α+ ٢β)(٣α+ ٢β)(٣α+ ۴β)(٢α+ β)(۴α+ ٣β)

آنگاه: p = ١, q = ٢ اگر ٣

R =
α

α+ β
+ θ

αβ(α− β)

(α+ β)(٢α+ ٣β)(٣α+ ٢β)
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مقادیر به ازای و β = ۵ و α = ١ پارامترهای با ٣ نوع بر حاشیه های با (١) مدل برای اطمینان قابلیت اندازه نمودار :١ ل ش
.q و p مختلف

مقادیر به ازای و β = ٢ و α = ١٠ پارامترهای با ٣ نوع بر حاشیه های با (١) مدل  برای اطمینان قابلیت اندازه نمودار :٢ ل ش
.q و p مختلف
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مقادیر به ازای و β = ۵ و α = ١ پارامترهای با ٣ نوع بر حاشیه های با (٢) مدل برای اطمینان قابلیت اندازه نمودار :٣ ل ش
.q و p مختلف

pآنگاه: = ٢, q = ١ اگر ۴

R =
α

α+ β
+ θ

١٨٠α۵β٢ + ۴٣٢α۴β٣ + ٢٣٨α٣β۴ + ٢α٢β۵ − ١٢αβ۶

(α+ β)(α+ ٢β)(α+ ٣β)(٢α+ β)(٢α+ ٣β)(٣α+ β)(٣α+ ٢β)

همواره β و α است.چون α
α+β آن مبداء از عرض و خط شیب θ م باشد،ضریب θ برحسب خط تابع R

شیب پس است مثبت همواره αβ و θ ضریب مخرج چون طرف م باشد.از ٠ < α
α+β < ١ پس است مثبت

صورت در و نزول خط شیب باشد α < β اگر و صعودی خط شیب α > β اگر یعن است (α−β) هم علامت
کنیم م ملاحظه شده گرفته نظر در α < β چون ٣ و ١ ل های ش در است. صفر خط باشدشیب α = β که
چون ۴ و ٢ ل های ش در است. متفاوت شدن نزول شدت q و p مختلف مقادیر برای و نزول خط شیب که

است. متفاوت بودن صعودی شدت q و p مختلف مقادیر برای و صعودی خط ،شیب α > β

،RI = α
α+β آنگاه دهیم Dنشان و RI نماد با ترتیب به را خط شیب و مبدا از عرض ،R مدل در اگر

باشد، p = q = ١ که حالت در مثال عنوان به ،D ٣و نوع بر حاشیه های با استقلال حالت در قابلیت اندازه
وابستگ میزان پس م باشد θ ضریب D چون اما است β و αپارامترهای به وابسته ،D = αβ(α−β)

(α+β)(٢α+β)(α+٢β)
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مقادیر به ازای و β = ٢ و α = ١٠ پارامترهای با ٣ نوع بر حاشیه های با (٢) مدل برای اطمینان قابلیت اندازه نمودار :۴ ل ش
.q و p مختلف

م دهد. نشان R معادله در را
طور به Y و X عمر های طول با سیستم مولفه های اگر یعن R > RI آنگاه باشد مثبت وابستگ ،θ > ٠ اگر

است. وابسته حالت از کمتر استقلال حالت در سیستم قابلیت آنگاه باشند وابسته مثبت
طور به Y و X عمرهای طول با سیستم مولفه های اگر یعن R < RI آنگاه باشد منف وابستگ ،θ < ٠ اگر

است. وابسته حالت از بیشتر استقلال حالت در سیستم قابلیت آنگاه باشند وابسته منف
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مقدمه ١

در توجه مورد موضوعات از ی آن ها، حاشیه ای توزیع توابع با تصادف بردار ی توأم توزیع بین ارتباط
نظریه ی در جدید ابزار ی بعنوان مفصل نظریه ی قالب در موضوع این است. مدل سازی و احتمال مباحث
(٢٠٠٨) کالنبرگ و (٢٠٠٨) اران هم و ژانگ است. شده مطرح (١٩۵٩) لار اس توسط توزیع ها

مفصل نظریه ی ، واق در کرده اند. بیان وابستگ ساختار مدل سازی برای مفید ابزاری بعنوان را مفصل مفهوم
ساختن برای شیوه هایی نظریه، این در ه بل نم کند مشخص کناری، توزیع های آوردن بدست برای روش
به م توان کناری، توزیع های داشتن با و مفصل توابع آن طریق از که م شود ارائه گوناگون مفصل تابع های

مختلف راه های نم شود. تا ی مفصل تابع ی به منجر نظریه، این بنابراین رسید. مختلف توام توزیع  های
که چندمتغیره ای توزیع های بصورت مفصل توابع دارد. وجود مفصل بهترین انتخاب و مفصل ها ساختن برای

داریم. را زیر تعریف دقیق تر، بیان به م شوند. تعریف هستند، نواخت ی کناری های دارای

I = [٠,١] به I٢ از تابع که گویند مفصل به اختصار، یا دو متغیره مفصل تابع را C(u, v) .١ . ١ تعريف
کند، صدق باید زیر شرایط در و م شود تعریف

،C(u,٠) = ٠ = C(٠, v) ،u, v ∈ I هر برای ‐١

،C(u,١) = u , C(١, v) = v ،u, v ∈ I هر به ازای ‐٢

آن گاه ،v١ ≤ v٢ و u١ ≤ u٢ بطوری که u١, u٢, v١, v٢ ∈ I اگر ‐٣

C(u٢, v٢)− C(u٢, v١)− C(u١, v٢) + C(u١, v١) ≥ ٠.

و F١ کناری توزیع توابع با ،F مانند تجمع توزیع تابع هر برای که م کند بیان ،(١٩۵٩) لار اس قضیه ی

طوری که دارد وجود ،C مانند مفصل تابع ،F٢

F (x, y) = C(F١(x), F٢(y)), x, y ∈ R = [−∞,+∞]. (١)

تا ی به طور این صورت غیر در تا، ی C مفصل باشند پیوسته کناری، توابع اگر که است شده بیان قضیه، این در
باشند، کناری توزیع های F٢ ،F١ و باشد مفصل ی C اگر بالعکس م گردد. تعیین RanF١ × RanF٢ در

باشند. F کناری توزیع های F٢ و F١ به طوری که م گردد تعیین (١) رابطه ی توسط ،F توأم توزیع تابع آن گاه
که م شود نتیجه (١) رابطه ی در v = F٢(y) و u = F١(x) متغیر تغییر با

C(u, v) = F (F−١
١ (u), F−١

٢ (v)), (٢)
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بصورت (٢) مفصل با متناظر مفصل ال چ .F−١
i (u) = inf{x : Fi(x) ≥ u} آن در که

c(u, v) =
∂٢

∂u∂v
C(u, v) =

∂٢

∂u∂v
F (F−١

١ (u), F−١
٢ (v)), u, v ∈ (٠,١), (٣)

بصورت توأم احتمال ال چ تابع بنابراین م شود. بیان

f(x, y) = f١(x)f٢(y)c(F١(x), F٢(y)), x, y ∈ R, (۴)

شود. مراجعه (٢٠٠٧) نلسن به آن کاربردهای و مفصل نظریه ی درباره ی بیش تر جزئیات برای م آید. بدست

به (١٩۴٨) شانون توسط بار اولین که است آنتروپی مفهوم اطلاع، نظریه ی مبحث در پایه مفاهیم از ی
توزیع های برای اندازه این شد. معرف تلفن ارتباط نال های سی در رفته دست از اطلاعات ساختن کم منظور

بصورت نامنف گاه تکیه با پیوسته

H(X١) = −
∫ +∞

٠
f١(x) log f١(x)dx, (۵)

است. X١ نامنف تصادف متغیر احتمال ال چ تابع f١ آن در که م شود تعریف

کردند. معرف مختلف کاربردهای با شانون آنتروپی براساس متعددی شاخص های و مفاهیم محققین از بسیاری
برای ابزاری عنوان به نادرست اندازه ی عنوان تحت شاخص (١٩۶٨) نات و (١٩۶١) کریج بین این در

کنید فرض است. شانون آنتروپی از تعمیم نوع به که نمودند معرف اه آزمایش نتایج در خطا اندازه گیری
G١ = ١−G١ بقای تابع و G١ احتمال توزیع تابع ،g١ احتمال ال چ تابع با ری دی نامنف تصادف متغیر Y١

اندازه ی آن گاه باشد، آزمایش گر توسط شده مطرح توزیع g١ و مشاهدات با متناظر واقع توزیع f١ اگر باشد.

بصورت ، تصادف متغیر دو این با متناظر نادرست

I(X١, Y١) = −
∫ +∞

٠
f١(x) log g١(x)dx, (۶)

است. شده تعریف

به وابسته عمری طول دارای مؤلفه ی هر با مؤلفه ای چند سیستم ی مطالعه ی در اعتماد، قابلیت نظریه ی در
اطلاعات اندازه گیری موضوع اخیر، سال های در دارند. نقش متغیره، چند عمر توزیع های بعدی، عمرهای طول

است. گرفته قرار توجه مورد متغیره) (چند متغیره دو توزیع های در

توابع با بترتیب نامنف پیوسته ی دو متغیره ی تصادف بردار دو Y = (Y١, Y٢) و X = (X١, X٢) کنید فرض

بصورت متغیره دو حالت در نادرست معیار این صورت، در باشند، g و f توأم احتمال ال چ

BI(X,Y ) = −
∫ +∞

٠

∫ +∞

٠
f(x, y) log g(x, y)dydx, (٧)
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بصورت را متغیره دو حالت در تجمع گذشته ی نادرست معیار (٢٠١٧) کاندو و جاش م آید. بدست

BCPI(X,Y ) = −
∫ +∞

٠

∫ +∞

٠
F (x, y) logG(x, y)dydx, (٨)

تعریف معیارهای م باشند. تصادف بردار دو این توأم توزیع تابع های بترتیب، ،G و F آن  در که کردند، بیان
دو آنتروپی به بترتیب، هستند، سان ی توزیع های دارای Y و X که حالت در (٨) و (٧) روابط در شده

م شود. تبدیل متغیره دو تجمع گذشته ی آنتروپی و متغیره

مفصل ال چ تابع مبنای بر نادرست معیار ٢

احتمال ال چ توابع با بترتیب ، نامنف پیوسته ی تصادف بردار دو Y = (Y١, Y٢) و X = (X١, X٢) کنید فرض
ال های چ بترتیب، gi و fi طوری که هستند G و F توأم بقای توابع و G و F توأم توزیع تابع های ،g و f توأم
توابع بترتیب، نیز Gi و F i و G و F حاشیه ای توزیع تابع های بترتیب، Gi و Fi همچنین ،g و f کناری احتمال

بطوری که باشند داشته وجود cY و cX مفصل ال چ توابع کنید فرض بعلاوه باشند. G و F کناری بقای

f(x, y) = f١(x)f٢(y)cX(F١(x), F٢(y)), x, y ∈ R+, (٩)

و

g(x, y) = g١(x)g٢(y)cY (G١(x), G٢(y)), x, y ∈ R+. (١٠)

بصورت را مفصل ال چ تابع برحسب نادرست معیار حالت این در

CI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
cX(u, v) log cY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu, (١١)

نادرست معیار با آن ارتباط و مفصل نادرست برای نتایج ادامه در م گوییم. مفصل نادرست آن به و تعریف
م کنیم. بیان متغیره دو و متغیره ی حالت در

،(i = ١,٢) باشند Y و X تصادف بردارهای حاشیه ای متغیرهای بترتیب، ،Yi و Xi کنید فرض .٢ . ١ گزاره
این صورت در

CI(X,Y ) = BI(X,Y )− I(X١, Y١)− I(X٢, Y٢). (١٢)

آن گاه باشند هم از مستقل تصادف متغیر دو Y٢ و Y١ اگر که گرفت نتیجه م توان (٣) رابطه ی به توجه با

آن گاه باشند هم توزیع X٢ و X١ با بترتیب Y٢ و Y١ تصادف متغیرهای اگر خاص، بطور .CI(X,Y ) = ٠
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به (٣) برابری

CI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
cX(u, v) log cY (u, v)dvdu, (١٣)

تساوی (۴) رابطه ی به جای و م شود تبدیل

CI(X,Y ) = BI(X,Y )−H(X١)−H(X٢),

مفصل نادرست این صورت، در باشند، هم توزیع Y و X تصادف بردارهای کنید فرض همچنین، داریم. را
برقراری فرض تحت بعدی گزاره های در م شود. تبدیل (٢٠١٨) ژانگ و سانگ در مفصل آنتروپی به (١٣)

مفصل نادرست برای نتایج کناری، توزیع های بین معکوس متناسب خطر نرخ و متناسب خطر نرخ مدل های
م آوریم. بدست

باشیم داشته t > ٠ هر برای اگر .٢ . ٢ گزاره

آن گاه است، ی با مخالف و نامنف حقیق مقدار ی α که G٢(t) = Gα
١ (t) الف)

CI(X,Y ) = BI(X,Y )− I(X١, Y١)− I(X٢, Y١) + logα+ (α− ١)E[logG١(X٢)].

آن گاه G٢(t) = G
α

١ (t) ب)

CI(X,Y ) = BI(X,Y )− I(X١, Y١)− I(X٢, Y١) + logα+ (α− ١)E[logG١(X٢)].

β > ٠, β ̸= ١ با F ٢(t) = G
β

١ (t) و F٢(t) = Gβ
١ (t) باشیم داشته بترتیب ب، و الف فرض علاوه بر اگر ج)

آن گاه

CI(X,Y ) = BI(X,Y )− I(X١, Y١)−H(X٢) + log
α

β
+
β − α

β
.

Y١ و X١ تصادف متغیرهای برای کنید فرض .٢ . ٣ گزاره

∀t ≥ ٠, G١(t) = Fα
١ (t),

یا

∀t ≥ ٠, G١(t) = F
α

١ (t),

Y٢ و X٢ برای و

∀t ≥ ٠, G٢(t) = F β
٢ (t),

٢۶
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یا

∀t ≥ ٠, G٢(t) = F
β

٢ (t),

این صورت در هستند. ی با مخالف و نامنف حقیق مقدار دو β و α که باشد، برقرار

CI(X,Y ) = BI(X,Y )−H(X١)−H(X٢) + logαβ − (α+ β − ٢).

.X٢ = φ(X١) و Y٢ = φ(Y١) کنید فرض .۴ . ٢ گزاره

آن گاه φ(٠) = ٠ و φ(+∞) = +∞ که طوری باشد مشتق پذیر و صعودی اکیدا نامنف تابع ی φ اگر الف)

CI(X,Y ) = BI(X,Y )− ٢I(X١, Y١)− E[logφ
′
(X١)],

φ(+∞) = ٠ و φ(٠) = +∞ باشیم داشته همچنین باشد. مشتق پذیر و نزول اکیدا ، نامنف تابع φ اگر ب)

آن گاه
CI(X,Y ) = BI(X,Y ) + E[log |φ

′
(X١)|],

است. φ تابع مشتق φ′ آن در که

مفصل تابع مبنای بر نادرست معیار ٣

بطوری که باشد داشته وجود CY و CX مفصل توابع کنید فرض دوم، بخش مفروضات بر علاوه

F (x, y) = CX(F١(x), F٢(y)),

و

G(x, y) = CY (G١(x), G٢(y)).

بصورت را مفصل تجمع گذشته ی نادرست این حالت، در

CCPI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
CX(u, v) logCY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu, (١۴)

م کند اختیار را (٠,١) بازه ی مقادیر تابع این شد، بیان مفصل تابع تعریف در که همان طور م کنیم. تعریف
مفصل نادرست که حال در است نامنف همواره ،(۵) در شده تعریف معیار که است واض دلیل، همین به

در هستند. هم توزیع X٢ و X١ با بترتیب Y٢ و Y١ تصادف متغیرهای کنید فرض باشد. نامنف ندارد لزوم

به (۵) معیار این صورت

CCPI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
CX(u, v) logCY (u, v)dvdu,
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م شود. تبدیل

باشیم داشته t > ٠ هر برای و باشند ر ی دی از مستقل Y٢ و Y١ تصادف متغیرهای اگر .٣ . ١ گزاره

آن گاه هستند. ی با مخالف و نامنف حقیق مقادیر β و α که G٢(t) = F β
٢ (t) و G١(t) = Fα

١ (t)

CCPI(X,Y ) ≤ ٨
٢٧

(α+ β).

تصادف متغیرهای اگر هم توزیع اند. X٢ و X١ با بترتیب Y٢ و Y١ تصادف متغیرهای کنید فرض .٣ . ٢ گزاره
آن گاه باشند، ر ی دی از مستقل Y٢ و Y١

CCPI(X,Y ) ≤ ١۶
٢٧
.

Z = (Z١, Z٢) کنید فرض منظور این برای م کنیم. بررس دومتغیره تصادف بردار سه برای را نتایج ادامه در

باشد. H(x, y) = CZ(H١(x),H٢(y)) توأم توزیع تابع با نامنف پیوسته ی تصادف بردار ی

برقرار CX(u, v) = CZ(u, v) و H٢(y) = F β
٢ (y) ،H١(x) = Fα

١ (x) تساوی های کنید فرض .٣ . ٣ گزاره

باشند.

آن گاه α, β > ١ اگر الف)

CCPI(Z, Y ) ≤ αβCCPI(X,Y ).

آن گاه ٠ < α, β < ١ اگر ب)
CCPI(Z, Y ) ≥ αβCCPI(X,Y ).

بردار با مساوی یا کوچ تر پایین مربع ترتیب در X تصادف بردار پایین). مربع (ترتیب ٣ . ١ تعريف
اگر تنها و اگر م شود نامیده Y تصادف

∀(x, y) ∈ R٢
+, F (x, y) ≥ G(x, y),

م شود. داده نشان X ≤LO Y نماد با و

آن گاه ،Y ≤LO Z اگر .۴ . ٣ گزاره

CCPI(X,Y ) ≤ CCPI(X,Z).

آن گاه باشند هم توزیع X و Z تصادف بردارهای اگر شده، یاد گزاره ی در

CCPI(X,Y ) ≤ CCPI(X,X),
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داده نشان CCPE(X) نماد با و است معروف مفصل تجمع گذشته ی آنتروپی به ،CCPI(X,X) آن در که
م شود.

آن گاه باشند، Y٢ و Y١ با هم توزیع بترتیب، ،Z٢ و Z١ تصادف متغیرهای و Y ≤LO Z اگر .۵ . ٣ گزاره

CCPI(Z,X) ≤ CCPI(Y ,X).

X١ با هم توزیع بترتیب، ،Z٢ و Z١ تصادف متغیرهای اگر ،X ≤LO Z و Y ≤LO Z کنید فرض .۶ . ٣ گزاره

آن گاه باشند، X٢ و

CCPI(Z, Y ) ≤ CCPI(X,Y ) ≤ CCPI(X,Z).

م کنیم. بررس ، مفصل تجمع گذشته ی نادرست برای را مثلث نامساوی برقراری زیر گزاره ی در

داریم این صورت در Y ≤LO Z کنید فرض .٣ . ٧ گزاره

الف)
CCPI(X,Y ) ≤ CCPI(X,Z) + CCPI(Z, Y ).

آن گاه باشند Y٢ و Y١ با هم توزیع بترتیب ،Z٢ و Z١ اگر ب)

CCPI(Z,X) ≤ CCPI(Z, Y ) + CCPI(Y ,X).

باشند X٢ و X١ با هم توزیع بترتیب، ،Z٢ و Z١ تصادف متغیرهای و X ≤LO Z ≤LO Y اگر .٣ . ٨ گزاره
آن گاه

CCPI(X,Y ) ≥ max{CCPI(X,Z), CCPI(Z, Y )}.

توأم توزیع تابع با نامنف پیوسته ی تصادف بردار ی W = (W١,W٢) اگر .٣ . ٩ گزاره

D(x, y) = CW (D١(x), D٢(y)),

آن گاه باشند، نامنف و صعودی اکیدا توابع φi و Wi = φi(Yi) و Zi = φi(Xi) طوری که باشد،

CCPI(Z,W ) = CCPI(X,Y ).

متناسب خطر نرخ مدل در α ̸= ١ و α > ٠ با G(x, y) = Fα(x, y) بصورت Y و X اگر .٣ . ١٠ گزاره
آن گاه کنند، صدق معکوس

CCPI(X,Y ) = αCCPE(X).

٢٩



٣٠ ج. احمدی، ت.، ، حسین

آن گاه α > ١ اگر شرایط، برقراری صورت در که گرفت نتیجه م توان بالا گزاره ی از

CCPI(X,Y ) ≥ CCPE(X),

م شود. برعکس نامساوی جهت ٠ < α < ١ برای و

مثال ۴

م شود. ارائه مثال دو آمده، بدست نتایج بررس منظور به بخش، این در

همچنین .CZ(u, v) = min{u, v} یعن باشند، وابستگ حداکثر دارای Z٢ و Z١ کنید فرض .١ . ۴ مثال
مفصل تابع این کاربرد و خواص درباره ی جزئیات (برای i = ١,٢ برای Zi ≤st Yi ،Zi ≤st Xi باشیم داشته

داریم. را Z ≤LO X و Z ≤LO Y ترتیب های این صورت در نمایید). مراجعه (٢٠٠١) اران هم و نلسن به
که م شود نتیجه ۴ . ٣ گزاره ی به بنا

CCPI(X,Z) ≤ CCPI(X,Y ) و CCPI(Y ,Z) ≤ CCPI(Y ,X).

بصورت مثلث نامساوی و

CCPI(X,Z) ≤ CCPI(X,Y ) + CCPI(Y ,Z),

و

CCPI(Y ,Z) ≤ CCPI(Y ,X) + CCPI(X,Z),

۵ . ٣ گزاره ی براساس باشند، Y٢ و Y١ با هم توزیع بترتیب، ،Z٢ و Z١ تصادف متغیرهای اگر حال است. برقرار

داریم

CCPI(Y ,X) ≤ CCPI(Z,X).

بصورت مثلث نامساوی مورد این در

CCPI(Y ,X) ≤ CCPI(Y ,Z) + CCPI(Z,X),

۵ . ٣ گزاره ی براساس باشند، X٢ و X١ با هم توزیع بترتیب، ،Z٢ و Z١ تصادف متغیرهای اگر م شود. برقرار
داریم

CCPI(X,Y ) ≤ CCPI(Z, Y ),
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بصورت مثلث نامساوی مورد این در و

CCPI(X,Y ) ≤ CCPI(X,Z) + CCPI(Z, Y ),

است. برقرار

همچنین .CZ(u, v) = max{u + v − ١,٠} یعن باشند وابستگ حداقل دارای Z٢ و Z١ اگر .٢ . ۴ مثال

مفصل تابع این کاربرد و خواص درباره ی جزئیات (برای i = ١,٢ برای Zi ≥st Yi ،Zi ≥st Xi باشیم داشته
داریم. را Z ≥LO X و Z ≥LO Y ترتیب های این صورت در نمایید). مراجعه (٢٠٠١) اران هم و نلسن به

داریم ۴ . ٣ گزاره ی به توجه با

CCPI(X,Y ) ≤ CCPI(X,Z) و CCPI(Y ,X) ≤ CCPI(Y ,Z).

بصورت مثلث نامساوی و

CCPI(X,Y ) ≤ CCPI(X,Z) + CCPI(Z, Y ),

و

CCPI(Y ,X) ≤ CCPI(Y , Z) + CCPI(Z,X),

۵ . ٣ گزاره ی براساس باشند، Y٢ و Y١ با هم توزیع بترتیب، ،Z٢ و Z١ تصادف متغیرهای اگر حال است. برقرار

داریم

CCPI(Z,X) ≤ CCPI(Y ,X),

بصورت مثلث نامساوی مورد این در و

CCPI(Z,X) ≤ CCPI(Z, Y ) + CCPI(Y ,X),

۵ . ٣ گزاره ی براساس باشند، X٢ و X١ با هم توزیع بترتیب، ،Z٢ و Z١ تصادف متغیرهای اگر و م شود برقرار

داریم

CCPI(Z, Y ) ≤ CCPI(X,Y ).

بصورت مثلث نامساوی مورد این در و

CCPI(Z, Y ) ≤ CCPI(Z,X) + CCPI(X,Y ),

است. برقرار
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نتیجه گیری و جم بندی ۵

اطلاع نظریه ی دو بین ارتباط برقراری دنبال به مفصل تابع و مفصل ال چ تابع از استفاده با مقاله این در
جدیدی معیار مفصل، ال چ تابع از استفاده با دوم بخش در بودیم. مفصل نظریه ی و نادرست معیار بویژه
جدید معیار سوم، بخش در کردیم. بیان را نتایج آن، برای و کردیم معرف را مفصل نادرست عنوان تحت

کردیم. ذکر آن برای را نتایج و کردیم تعریف مفصل تابع از استفاده با را مفصل تجمع گذشته ی نادرست
مشاهده مقاله این در شده ارائه مطالب به توجه با شد. داده اختصاص مثال دو ارائه ی به نیز چهارم بخش
بویژه اطلاع، نظریه ی گسترش در مفیدی نقش م تواند آن مفاهیم و مفصل نظریه ی از استفاده که م کنیم

متغیره) (چند متغیره دو حالت در نادرست از م توان مفصل نظریه ی در علاوه براین، کند. ایفا نادرست معیار
نمود. استفاده نیز لار اس قضیه ی از استفاده با متغیره) (چند متغیره دو مدل تعیین در خطا تشخیص برای
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دم وابستگ با مفصل های برای شرط ریس معرض در ارزش

٢ س.م ، میرحسین ١ ز سالاری نژاد،

یزد اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه

یده چ

مفصل دیدگاه از شرط ریس معرض در ارزش و ریس معرض در ارزش معیار دو بررس به مقاله این در

معرض در ارزش سپس و م شود پرداخته استاندارد شرط ریس معرض در ارزش از استفاده معایب ارائه و

م شود. مطالعه غیربدیه دم وابستگ با مفصل هایی برای اصلاح شده شرط ریس

چندک ، شرط ریس معرض در ارزش ، ریس معرض در ارزش ، دم وابستگ مفصل، کلیدی: کلمات

شرط

مقدمه ١

بنابراین کرد حذف کاملا توان نم را ریس است. ریس درجه با توأم اقتصادی فعالیت هر نظری، دیدگاه از
ریس اندازه گیری معیارهای جمله از نیست. آن اندازه گیری و مدیریت جز چیزی ریس مسئله به علم نگرش
١z.salarinegad@gmail.com
٢mmirhoseini@yazd.ac.ir
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برد. نام ٢(CoVaR) شرط ریس معرض در ارزش و ١ (VaR) ریس معرض در ارزش معیار دو م توان
از برخ ١٩٩٩ سال در ٣ اران هم و آرتزنر .[٧] شد مطرح ١٩٩۴ سال در مورگان توسط VaR بار اولین

در [١٣] ۴ پیرسون جمله از بسیاری نویسندگان .[٢] نمودند پیشنهاد را باشد داشته باید VaR که ویژگ هایی
در ارزش ،٢٠١۵ سال در [٣] ۶ اران هم و برناردینو ،٢٠٠٨ سال در [۵] ۵ دو و چرنوژوکوف ،٢٠٠٢ سال

سیستماتی ریس معیار ی CoVaR داده اند. قرار بررس مورد خود پژوهش های در را ریس معرض
سال در ٧ ارگون و گیراردی مانند افرادی میان دراین شد[١]. مطرح برانرمیر و آدریان توسط ٢٠٠٨ سال در
اران هم و هردل ،٢٠١۵ سال در ٩ اران وهم برناردی ،٢٠١۴ سال در ٨ اسچانینگ و مانی ،٢٠١٣

محاسبات و CoVaR با ارتباط در موضوعات مطالعه به ٢٠١۶ سال در ١١ وپاتون اوه و ٢٠١۶ سال در ١٠

نقش متغیرها وابستگ که این به توجه با پرداختند[١]. مال و اقتصادی علوم در آن کاربردهای و CoVaR
بنابراین است وابسته توزیع دم به CoVaR محاسبه اینکه به عنایت با و م کنند ایفا CoVaR محاسبه در اساس

این در هستند. CoVaR محاسبه برای مناسب تری گزینه های دارند، دم وابستگ که مفصل هایی از استفاده
م شود. پرداخته دارند، دم وابستگ که مفصل هایی برای CoVaR مطالعه و بررس به مقاله

ریس معیارهای ٢

مؤسسه ی ریس محاسبه برای دهیم. کاهش مال مؤسسه این ریس باید مال مؤسسه ی حفظ منظور به
م شود. استفاده VaR معیار از مال

تصادف متغیر برای α درسط ریس معرض در ارزش ،α ∈ (٠,١) هر ازای به [٩(VaR)[ .٢ . ١ تعريف
م شود تعریف زیر صورت به X

V aRα(X) = −Q+
α (X) = Q−

١−α(−X),

تصادف متغیر ام ١ − α پایین چندک Q−
١−α(−X) و X تصادف متغیر ام α بالایی چندک Q+

α (X) که
١Value at Risk
٢Conditional Value at Risk
٣Artzner et al
۴��Pearson
۵��Chernozhukov and Du
۶��Bernardino et al
٧Girardi and Ergun
٨Mainik and schaanning
٩Bernardi et al

١٠Heardle et al
١١Oh and Patton
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X−است.

ر دی مال مؤسسه ریس روی بر مال مؤسسه ی ریس یعن است خطرناک بسیار شرایط موارد برخ در
کنید فرض حالت چنین در م شود. ر دی مال مؤسسه نابودی باعث دومینو ی صورت به و است تأثیرگذار

مال مؤسسه مؤسسه، این زیان به توجه با است. شده توجه قابل زیان متحمل X مثلا مال مؤسسات که
کم میزان این آوردن بدست برای دارد. نیاز نشود، زیان متحمل اینکه برای کم میزان چه Y مثل ر دی

م شود. استفاده CoVaR معیار از

،α, β ∈ (٠,١) هر ازای به باشند. تصادف متغیر دو Y و X کنید فرض [٩(CoVaR)[ .٢ . ٢ تعريف

CoV aR(Y |X) := V aRβ(Y |X ∈ E),

است. X مورد در ناسازگار پیشامد ی دهنده نشان و حقیق خط از بورل مجموعه زیر ی E آن در که

E ساختار از برونرمایر و آدریان است. آستانه ی به محدود نیم خط یا و نقطه ی شامل E اوقات اغلب
CoVaR را آن ها توسط شده معرف CoVaR آن ها، رد روی تمایز برای کردند. استفاده نقطه ی شامل
Y از β سط در VaR صورت به (α, β) سط در استاندارد شرط VaR خاص؛ طور به و م نامیم؛ استاندارد

م شود. پرداخته CoV aR= تعریف به ادامه در .X = −V aRα(X) که م شود تعریف شرایط تحت

CoV aR=
α,β(Y |X) = V aRβ(Y |X = −V aRα(X)) (١)

است[١١]: همراه الات اش با عمل در CoV aR= از استفاده

است. ن نامم موارد برخ در و دشوار CoV aR= محاسبه (١

نیست. وابستگ پارامتر از صعودی تابع CoV aR= (٢

کند. شناسایی م شود، مشخص بیشتر زمان در که را سیستماتی ریس نم تواند CoV aR= (٣

CoVaR و اصلاح را استاندارد CoVaR ،٢٠١۴ سال در [١١] اسچانینگ و مانی دلیل همین به
کردند. تعریف زیر صورت به اصلاح شده شرط VaR براساس را اصلاح شده

سط در VaR عنوان به (α, β) سط در اصلاح شده CoVaR- اصلاح شده)[٩] CoVaR ) .٢ . ٣ تعريف
ر دی عبارت به م شود تعریف است X ⩽ −V aRα(X) شرط به Y تصادف متغیر برای β

CoV aR⩽
α,β(Y |X) = V aRβ(Y |X ⩽ −V aRα(X)). (٢)

کرد: بیان زیر صورت به چندک منظر از ٢را عبارت م توان

CoV aR⩽
α,β(Y |X) = −Q+

β (Y |X ⩽ Q+
α (X)). (٣)
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استفاده با م توان را این و کرد مدل سازی را Y و X بین وابستگ باید که است مشخص CoVaR تعریف از
داد. انجام مفصل از

مفصل ٣

م شود. پرداخته دومتغیره مفصل تعریف بیان به ابتدا

نامیده مفصل C : I٢ −→ I دومتغیره تابع باشد. بازه ی I = [٠,١] که کنید فرض (مفصل) .٣ . ١ تعريف

باشد: برقرار زیر شرایط اگر م شود

(١
∀u ∈ [٠,١], C(u,٠) = C(٠, u) = ٠;

(٢

∀u, v ∈ [٠,١], C(u,١) = u,C(١, v) = v;

(٣
∀u١, u٢, v١, v٢ ∈ [٠,١], u١ ≤ v١, u٢ ≤ v٢

C(v١, v٢)− C(u١, v٢)− C(v١, u٢) + C(u١, u٢) ≥ ٠

تعریف Ĉ(u, v) = u+ v − ١ + C(١ − u,١ − v) صورت به که ,C(uنامند v) بقای مفصل را Ĉ(u, v) مفصل
م شود.

متناظر بقاء مفصل آنگاه باشد، Y و X مال مؤسسات سود به مربوط مفصل ی C که زمان [٩] .٣ . ١ نکته
است. L٢ = −Y و L١ = −X یعن مال موسسات ضرر به مربوط مفصل ،Ĉ یعن

و دم بسط تعریف ارائه به بنابراین است. وابسته توزیع دم به CoVaR محاسبه م شود ملاحظه که همچنان
م شود. پرداخته دم وابستگ

همه ازای به اگر است (٠,٠) واحد مربع رأس در دم بسط داری C مفصل [٩]( دم (بسط .٣ . ٢ تعريف
نامنف yهای ،x

lim
t−→٠+

C(tx, ty)

t

باشد. موجود
تابع

L : [٠,∞]٢ −→ [٠,∞), L(x, y) = lim
t−→٠

C(tx, ty)

t
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م شود. نامیده دم بسط اصلاح، به یا دم وابستگ تابع را

نوشت: زیر صورت به بقاء مفصل اساس بر را دم وابستگ تابع م توان

L̂(x, y) = lim
t−→٠

Ĉ(tx, ty)

t
= lim

t−→٠

tx + ty − ١ + C(١ − tx,١ − ty)

t

هستند. بالایی و پایین دم وابستگ ضرایب با برابر L̂(١,١) و L(١,١) که باشید داشته توجه

مبنا مفصل شده اصلاح CoVaR ۴

باشد، Fy و Fx پیوسته توزیع توابع دارای و Y و X تصادف متغیرهای از مفصل ی C(u, v) کنید فرض [۴]
آنگاه

P(Y ≤ y|X ≤ Q+
α (X)) =

P(Y ≤ y ∧X ≤ Q+
α (X))

α
=
C(α, FY (y))

α
.

بنابراین

CoV aR≤
α,β(Y |X) = V aRw⋆(Y ),

معاله جواب بزرگترین w⋆ = w⋆(α, β, C) آن در که

C(α,w⋆) = αβ, (۴)

که باشید داشته توجه است.

w⋆ = −CoV aR≤
α,β(FY (Y )|FX(X)).

توابع دارای و Yi و Xi تصادف متغیر از مفصل ی توسط Ci(u, v), i = ١,٢, کنید فرض [٩] .١ . ۴ قضيه
اگر است. شده یل تش ثابت آستانه چند α, β ∈ (٠,١] و FY i و FXi پیوسته توزیع

∀(u, v) ∈ [٠,١]٢ C١(u, v) ≤ C٢(u, v)

آنگاه

w⋆(α, β,C١) ≥ w⋆(α, β,C٢). (۵)

اگر براین، علاوه
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∀t ∈ (−∞,+∞) FY١(t) ≥ FY٢(t)

آنگاه

CoV aR≤
α,β(Y١|X١) ≤ CoV aR≤

α,β(Y٢|X٢). (۶)

[٩]

آنگاه باشد. بعدی دو مفصل هر C کنید فرض [٩] .١ . ۴ نتیجه

αβ ≤ w⋆(α, β, C) ≤ ١ − α(١ − β).

باشد مسلط استقلال مفصل بر C مفصل هرگاه است (PQD)مثبت١٢ ربع وابستگ دارای C مفصل گوییم
ر دی عبارت به

∀(u, v) ∈ [٠,١]٢ C(u, v) ≥ uv = Π(u, v),

نتیجه در شده بیان کران م توان w⋆(α, β,C) = β اینکه دلیل به باشد، PQD خاصیت دارای C مفصل هرگاه
کرد. ساده تر را ١ . ۴

آنگاه باشد PQD مفصل ی C کنید فرض [٩] .٢ . ۴ نتیجه

αβ ≤ w⋆(α, β,C) ≤ β.

دم  وابستگ با مفصل های برای اصلاح شده CoVaR محاسبه ۵

دم وابستگ با مفصل هایی برای اصلاح شده شرط ریس معرض در ارزش محاسبه برای مثال هایی ادامه در

م شود[۴]. بیان ، غیربدیه

م گیریم. نظر در زیر صورت به را ١٣ ‐کلیتون ماردیا‐تاکاهاش Cθ مفصل θ > ٠ برای .١ . ۵ مثال

CMTR
θ (u, v) = (u−θ + v−θ − ١)−

١
θ (٧)

١٢Positively Quadrant Dependence
١٣Mardia–Takahasi–Claytoncopula

٣٩
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م آوریم: دست به زیر صورت به را v⋆(α, β,C
MTR
θ ) استاندارد، شرط ریس معرض در ارزش ابتدا

D١C
MTC
θ

∂u
|u=α = (α−θ + v−θ − ١)−

١+θ
θ α−θ−١ = β

→ (α−θ + v−θ − ١)α−١−θ = β
−θ
١+θ → α−θ + v−θ − ١ =

β
−θ
١+θ

α−١−θ

→ v−θ =
β

−θ
١+θ

α−١−θ
− α−θ + ١ → v−θ = α(β

−θ
١+θ − ١ + αθ)

→ v⋆ = α(β
−θ
١+θ − ١ + αθ)−

١
θ

م آوریم. دست به زیر صورت به را w⋆(α, β, C
MTR
θ ) اصلاح شده، شرط ریس معرض در ارزش ادامه در

CMTC
θ (u, v) |u=α= αβ → (α−θ + v−θ − ١)−

١
θ = αβ → (α−θ + v−θ − ١) = (αβ)−θ

→ v−θ = (αβ)−θ − α−θ + ١ → w⋆ = ((αβ)−θ − α−θ + ١)−
١
θ = (

١
(αβ)−θ

− ١
α−θ

+ ١)−
١
θ

→ (١ − β−θ + (αβ)−θ)−
١
θ

((αβ)θ)−
١
θ

= αβ(١ − βθ + (αβ)θ)−
١
θ → w⋆ = αβ(١ − βθ + (αβ)θ)−

١
θ

مقادیر ، مخروط مفصل های برای w⋆))اصلاح شده CoVaR و ( v⋆)استاندارد CoVaR مقادیر زیر جدول در

است[٩]. شده آورده LTI و فرین

دم وابستگ با مفصل چند برای شده اصلاح CoVaR و استاندارد CoVaR مقادیر محاسبه :١ جدول

w⋆ v⋆ مفصل تابع مفصل نام

αl−١(β) αI [−١](β). max(ul( vu ), u+ v − ١) مخروط مفصل

αl−١(β) +⃝(α٢) αI−١(β) +⃝(α٢) Cl(u, v) = uv exp(− ln(u)l( ln(v)ln(u) )) فرین مقادیر مفصل

f(αg(β)), f(αI
[−١]
f (β)), f( g(w)

α ) = β LTI مفصل

جم بندی ۶

پارامتر به نسبت نبودن صعودی دشوار، محاسبه چون الات اش با موارد برخ در استاندارد CoVaR محاسبه
پرداخته ، دم وابستگ با مفصل ها برای اصلاح شده CoVaR محاسبه به دلیل همین به است. همراه ، وابستگ

شد.
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از استفاده با نامتعادل طول داده های در وابستگ مدل بندی

جفت مفصل های

٣ ت ، باغفل ٢ م ، گنجعل ١ س سفیدی،

بهشت شهید اه دانش آمار، گروه ١,٢

مدرس تربیت اه دانش آمار، گروه ٣

یده چ

این در است. واین -D مفصل از استفاده متغیره، چند داده های در وابستگ مدل بندی روش های از ی

مدل بندی روش های از ر دی ی م پردازیم. نامتعادل طول داده های در وابستگ مدل بندی بررس به مقاله

بسیار واین -D مفصل مدل که م دهیم نشان مقاله این در است. خط آمیخته مدل  از استفاده طول داده های

این است. آزمودن ها میان ن هم همبستگ با همراه طول داده های برای خط آمیخته مدل از انعطاف پذیرتر

در گم شدگ کند. مدل بندی آنها بردن بین از به نیاز بدون را انصراف نوع از گم شده داده های م تواند رد روی

در م گیرد. صورت بیزی اطلاع معیار با مدل ها مقایسه است. شده گرفته نظر در تصادف نوع از رد روی این

م گیرد. قرار بررس مورد ایدز مطالعه داده های کاربرد

مطالعه داده های انصراف، نوع از گمشدگ واین، -D مفصل مدل نامتعادل، طول داده های کلیدی: کلمات

ایدز.
١ s_sefidi@sbu.ac.ir
٢

٣
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مقدمه ١

روانشناس و پزش اقتصاد، نجوم، مانند بسیاری حوزه های در طول مطالعات در تکراری اندازه گیری های
معرف هستند. مطالعات این گونه بررس برای ابزاری خط آمیخته مدل  های است. کرده پیدا بسیاری رواج

حاشیه ای توزیع های ترسیم ان ام به دلیل مفصل ها طرف از یافت. [١٣] و [۴] در م توان را مدل ها این بیشتر
داده های مدل بندی برای مفصل ها نتیجه در .[١١] هستند برخوردار بسیاری محبوبیت از وابستگ ساختار و
برای گوس مفصل از [۶] شد. استفاده [٧] توسط ابتدا رد روی این گرفته اند. قرار استفاده مورد نیز طول

از مناسبتر مراتب به بیضوی مفصل های که رسیدند نتیجه این به [١٠] کردند. استفاده چندمتغیره مدل های
هستند. طول داده های زمینه در سریال وابستگ مدل  بندی در ارشمیدوس مفصل های

مناسب سریال وابستگ مدل بندی برای که هستند واین مفصل های از خاص کلاس واین -D مفصل های

نقطه ی در را ال چ تابع واین، -D مفصل مدل .([١] و [٢] به کنید رجوع بیشتر مطالعه (برای هستند
این از ی هر که م کند تجزیه حاشیه ای ال های چ و متغیره دو مفصل ال های چ از دنباله ای به زمان از

خواهد انعطاف پذیر مدل پیشنهادی مدل نتیجه در شوند. انتخاب به دلخواه م توانند متغیره دو مفصل های
در چندمتغیره طول داده های نمودند. استفاده طول داده های برای مدل این از بیزی رد روی با [١٢] بود.
داده های برای دلخواه حاشیه های با را واین -D مفصل مدل مقاله این در گرفتند. قرار بررس مورد [٨] و [٩]

بیزی اطلاع معیار مقایسه معیار م کنیم. مقایسه خط آمیخته مدل با را آن و م بریم به کار نامتعادل طول
است.

کامل داده های برای واین -D ٢

هستند گرافی مدل های واین ها م پردازیم. کامل های داده برای واین -D مفصل ساختار معرف به ابتدا

جفت مفصل های به موسوم متغیره دو مفصل های ضرب حاصل به را متغیره چند مفصل ال چ م توانند که
از بالا تفسیر پذیری و انعطاف پذیری دلیل به امروزه که هستند واین ها از کلاس زیر واین ها -D کنند. تبدیل

برخوردارند. بسیاری محبوبیت

[٣] واین -D ال چ باشد. نواخت ی حاشیه ای توزیع های با U١:d = (U١, ..., Ud) تصادف بردار کنید فرض
م شود: تعریف زیر به صورت

c١:d(u١, ..., ud) =
∏d−١

l=١
∏d−l

k=١ ck,k+l;(k+١):(k+l+١)(Ck|(k+١):(k+l−١)(uk|uk+١, ..., uk+l−١), (١)

Ck+l|(k+١):(k+l−١)(uk+l|uk+١, ..., uk+l−١);uk+l|uk+١, ..., uk+l−١).
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جفت مفصل که کردند ثابت و کردند اعمال را ساده سازی فرض بسیاری نویسندگان

ck,k+l;(k+١):(k+l+١)(٠,٠;uk+١, ..., uk+l−١)

م توان را پارامتری مدل این که م کنیم فرض ادامه در نیست. uk+١, ..., uk+l−١ کننده شرط مقادیر به وابسته
جفت مفصل های خانواده با

C = {ck,k+l;(k+١):(k+l+١)|k = ١, ..., d− l, l = ١, ..., d− ١} (٢)

وابسته پارامترهای مجموعه و

θ = {θk,k+l;(k+١):(k+l+١)|k = ١, ..., d− l, l = ١, ..., d− ١} (٣)

نمود. شناسایی

ناکامل داده های برای واین -D ٣

yi = (yi١, ..., y
i
di
) ∈ Rdi آزمودن ها تعداد n ∈ N آن در که یرید ب نظر در را Y = {y١, ..., yn} طول داده

j = ١, ..., d برای کنید فرض است. d = max
i={١,...,n}

{di} که اندازه گیری di(∈ {١, ..., d}) با ام i فرد مشاهدات

طول اگر است nj = ٠ و است شده مشاهده زمان j در آن ها پاس متغیر که است آزمودن هایی تعداد nj ،
با افراد از گروه هایی شامل مجموعه هایی زیر به را Y داده مجموعه حال نباشد. j با برابر ها yi از ی هیچ

Yj = {yi|i ∈ Ij} به صورت را j گروه مشاهدات ، j = ١, ..., d برای م کنیم. تقسیم مشابه اندازه گیری تعداد
تک حاشیه ای توزیع باید ابتدا مقاله این در پیشنهادی رد روی در است. Ij = {i, yi ∈ Rj} که م کنیم بیان
تعیین در uij = F i

j (y
i
j) ∈ [٠,١], j = ١, ..., di, i = ١, ..., n مقادیر آوریم. به دست yij ∈ R برای F i

j متغیره

ui = (ui١, ..., u
i
di
)′ ∈ مشاهدات شامل U = {u١, ..., un} مفصل داده های م روند. به کار وابستگ ساختار

به طول مشاهدات همه شامل که U j = {ui|i ∈ Ij} م دهیم قرار فوق تعریف مانند هستند. [٠,١]di , i = ١, ..., n

Killiches:٢٠١٧. م پردازیم ناکامل داده های برای واین -D مدل معرف به حال است. j = ١, ..., d برای j

هر مشاهدات بین متوال زمان ترتیب ی م آیند، به دست تکراری اندازه گیری های از داده ها اینکه به دلیل
نظر در با م شود. پیشنهاد ٢,٣, ..., d مرتبه های از واین -D مفصل از استفاده بنابراین دارد. وجود آزمودن

م کنیم. تعریف j = ٢, ..., d گروه های مفصل ال های چ برای را واین -D مدل های ساده سازی فرض گرفتن
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جفت مفصل های j(j − ٢/(١ کم به را cj١:j مفصل ال چ

Cj = {cjk,k+l;(k+١):(k+l+١)|k = ١, ..., j − l, l = ١, ..., j − ١} (۴)

متناظر پارامترهای و

θj = {θjk,k+l;(k+١):(k+l+١)|k = ١, ..., j − l, l = ١, ..., j − ١} (۵)

زیرمجموعه هایی که م کنیم استفاده درستنمایی تابع از θj و Cj براورد برای م کنیم. معرف j = ٢, ..., d برای
تعریف زیر به صورت آن اریتم ل و درستنایی تابع دارند. j به طول مشاهدات که م شود شامل در را U از

م شوند:

Lj(Cj , θj |Uj) =
∏
i∈Ij

cj١:j(u
i
١, ..., u

i
j |Cj , θj) (۶)

logLj(Cj , θj |Uj) =
∑
i∈Ij

log cj١:j(u
i
١, ..., u

i
j |Cj , θj), (٧)

است زیر به صورت کل مدل درستنمایی تابع نتیجه در

logL(C٢, ..., Cd, θ٢, ..., θd|U) =
d∑

j=٢
logLj(Cj , θj |Uj), (٨)

مثال ٣ . ١

توجه آزمودن هر برای مشاهده d = ۴ حداکثر با طول داده های از مثال به فوق بحث شدن روشن تر برای
را U حال است. n = n٢ + n٣ + n۴ که یرید ب نظر در را U = {u١, ..., un} بعدی ۴ طول داده های کنید.

I٣ = {i|ui ∈ R٣} ، I٢ = {i|ui ∈ R٢} که م کنیم افراز j = ٢,٣,۴ برای Uj = {ui|i ∈ Ij} گروه های به
به صورت جفت مفصل ۶ با مجموعه ای به درستنمایی اریتم ل تابع بنابراین است. I۴ = {i|ui ∈ R۴} و
θ = (θ١,٢, θ٢,٣, θ٣,۴, θ٢;١,٣, θ٢,۴;٣, θ١,۴;٢,٣) متناظر پارامترهای و C = (c١,٢, c٢,٣, c٣,۴, c٢;١,٣, c٢,۴;٣, c١,۴;٢,٣)

مدل این برای درستنمایی تابع م دهد. نشان c١:۴ کامل مدل از شماتی نمایش ١ ل ش است. وابسته

بعدی ۴ واین -D :١ ل ش
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است: زیر به صورت

logL(C, θ|U) =
∑

i∈I٢
log c١:٢(u

i
١, u

i
٢|c١,٢, θ١,٢) (٩)

+
∑

i∈I٣
log c١:٣(u

i
١, u

i
٢, u

i
٣|c١,٢, c٢,٣, c٢;١,٣, θ١,٢, θ٢,٣, θ٢;١,٣)

+
∑

i∈I۴
log c١:۴(u

i
١, u

i
٢, u

i
٣, u

i
۴|c١,٢, c٢,٣, c٣,۴, c٢;١,٣, c٢,۴;٣, c١,۴;٢,٣θ١,٢, θ٢,٣, θ٣,۴, θ٢;١,٣, θ٢,۴;٣, θ١,۴;٢,٣)

گروه های از مستقل به طور j گروه متناظر پارامترهای و جفت مفصل های م بینیم، ٩ مدل در که همان طور
م دهیم: تغییر زیر فرم به را مدل این براوردها دقت افزایش برای م شوند. براورد ر دی

logL(C, θ|U) =
∑

i∈I٢∪I٣∪I۴
log c١:٢(u

i
١, u

i
٢|c١,٢, θ١,٢) (١٠)

+
∑

i∈I٣∪I۴
[log c٢,٣(u

i
٢, u

i
٣; θ٢٣) + log٢;١,٣(C٢|١(u

i
١|ui٢; θ١٢), C٢|٣(u

i
٣|ui٢; θ٢٣); θ٢;١,٣)]

+
∑

i∈I۴
[log c٣,۴(u

i
٣, u

i
۴; θ٣,۴) + log c٢,۴;٣(C٣|٢(u

i
٢|ui٣; θ٢,٣), C۴|٣(u

i
۴|ui٣; θ۴,٣); θ٢,۴;٣))

+ log١,۴;٢,٣(C٢;٣|١(C٢|١(u
i
١|ui٢; θ١,٢)|C٢|٣(u

i
٣|ui٢; θ٢,٣); θ٢;١,٣),

(C۴|٣;٢(C٣|٢(u
i
٢|ui٣; θ٢,٣)|C۴|٣(u

i
۴|ui٣; θ۴,٣); θ٢,۴;٣; θ١,۴;٢,٣)]

م شود. پارامترها براورد برای ٢و٣و۴ گروه های تمام از استفاده حداکثر مدل این در

کاربردی مثال ۴

[١۴] در ١MACS طول داده مجموعه مدل بندی برای را قبل بخش در شده ارایه مدل م خواهیم بخش این در
١٩٩١ تا ١٩٨۴ سال های طول در را ایدز به مبتلا فرد ٢٨٣ بیماری وضعیت داده مجموعه این گیریم. به کار

عفونت به ابتلا از بعد بیماران CD۴ سلول درصد داده مجموعه این پاس متغیر م دهد. قرار بررس مورد
متغیر سه بیماری به ابتلا از قبل CD۴ سلول درصد و بیماران سن ،٠ و ١ مقادیر با ار سی مصرف است. HIV
نیم کلینی ملاقات انجام برای افراد همه م گیرند. قرار بررس مورد مطالعه این برای که هستند کم

از بسیاری اما بودند. شده برنامه ریزی بالین وضعیت و CD۴ های سلول درصد گیری اندازه انجام برای سالانه
حاضر پزش معاینات انجام برای نتوانستند و دادند دست از را خود شده برنامه ریزی ملاقات های بارها افراد
تمرکز فرد هر از اول مشاهده ۵ روی ما است کم پایان مراجعات در مشاهدات تعداد اینکه دلیل به شوند.

متغیره تک حاشیه ای توزیع خط آمیخته مدل از استفاده با ابتدا مفصل داده به یافتن دست برای م کنیم.
همبستگ ساختار با را تصادف مبدا از عرض مدل اینکار برای م آوریم. به دست را مشاهده هر به مربوط

م کنیم. استفاده پیشنهادی مدل با مقایسه برای مدل این از م دهیم. برازش مدل به مناسب
١Multi-center AIDS Cohort Study
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Loglik و BIC ، AIC مقادیر :١ جدول
AIC BIC loglik

−۵٧۵٫۴ −۵۴۶٫٢۴ ٢٩۵٫٧ کل واین -D مدل

−۵٧٣٫٠٩ −۵۵١٫٢١ ٢٩٢٫۵۴ گوس واین -D مدل

٧٧٩٫۴ ٨١۵٫٨ −٣٧٩٫٧ خط آمیخته مدل

م بریم. به کار داده مجموعه این برای d = ۵ با را ١٠ واین -D مدل مفصل داده های آوردن به دست از پس
م شود: داده نمایش زیر به صورت اختصار به کامل داده برای بعدی ۵ واین -D مدل

f(x١, ..., x۵) = [
۵∏

k=١
fk(xk)].c١٢.c٢٣.c٣۴.c۴۵.c٢|١٣.c٢۴|٣ (١١)

.c٣۵|۴.c١۴|٢٣.c٢۵|٣۴.c١۵|٢٣۴.

مفصل از آن جفت مفصل های تمام که گوس واین -D مدل از پیشنهادی، مدل انعطاف پذیری نمایش برای

تبدیل مشاهدات با پیشنهادی مدل م کنیم. استفاده پیشنهادی مدل با مقایسه برای است، شده استفاده گوس
یج پ این در اضاف پارامتر براورد از اجتناب برای استقلال آزمون م شود. اجرا V ineCopula یج پ در یافته
براورد پیشنهادی واین -D مدل در است. BIC بیزی اطلاع معیار جفت مفصل انتخاب معیار م شود. انجام

c٢,٣ = survivalGumbel(τ̂٢,٣ = ٠٫۵۴) ، c١,٢ = Gaussian(τ̂١,٢ = ٠٫۵٢) با برابر اول درخت در پارامترها
با برابر دوم درخت در و است c۴,۵ = Gaussian(τ̂۴,۵ = ٠٫۵٣) و c٣,۴ = t − copula(τ̂٣,۴ = ٠٫۵٧) ،
است. c٣,۵;۴ = Gaussian(τ̂٣,۵;۴ = ٠٫١۵) و c٢,۴;٣ = t − copula(τ̂٢,۴;٣ = ٠٫١٣) ، c٢;١,٣ = τ̂٢;١,٣ = ٠٫٠

با برابر اول درخت در پارامترها براورد گوس واین -D مدل در است. صفر کندال τ̂ ۴ و ٣ درخت های در
، τ̂٢;١,٣ = ٠٫٠ با برابر دوم درخت در و است τ̂۴,۵ = ٠٫۵٣ و τ̂٣,۴ = ٠٫۵۶ ، τ̂٢,٣ = ٠٫۵٣ ، τ̂١,٢ = ٠٫۵٢

ساختار حالت دو هر در است. صفر کندال τ̂ ۴ و ٣ درخت های در است. τ̂٣,۵;۴ = ٠٫١۵ و τ̂٢,۴;٣ = ٠٫١٣

، AIC مقادیر ١ جدول دارد. وجود استقلال ۴ و ٣ درخت های در زیرا است دوم مرتبه مارکوف وابستگ
واین -D مدل از بهتر نواخت ی به طور کل واین -D مدل رد عمل م دهد. نشان را مدل سه Loglik و BIC

واین -D پایه بر مدل دو هر انعطاف پذیری، دلیل به همچنین است. خط آمیخته مدل و گوس شده محدود
دارند. خط آمیخته مدل از بهتر ردی عمل
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نتیجه گیری ۵

کامل داده برای را واین D مفصل مدل سپس پرداختیم. ناکامل طول داده های معرف به ابتدا مقاله، این در
با مشاهده ۴ حداکثر با ناکامل داده از مثال برای را واین D مدل درستنمایی تابع دادیم. توضیح ناکامل و

قرار بررس مورد زمان ۵ حداکثر با طول داده  مجموعه برای را مدل این نهایت در کردیم. بیان جزییات
برازش BIC و AIC و درستنمایی اریتم ل مقدار که داد نشان خط آمیخته مدل با مدل این مقایسه دادیم.
مشخص کندال τ معیار با هم به  زمان ها وابستگ میزان مدل این از استفاده با دادند. نشان را بهتری بسیار

شدند.
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مفصل تابع بوسیله بیمه شرکت های سهام در ریس اندازه تعیین

٢ ح ، بیوران ١ س ، الله سیف

تبریز اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه

یده چ

شرط دم ریس مقاله این در م باشد. شرط دم ریس ، مال مباحث در ریس اندازه مهمترین از

با آن وابستگ گرفتن نظر در با متغیر شرط دم ریس آن در که م دهیم ارائه را مفصل تابع از استفاده با

مفصل برای ریس اندازه سپس و م شود معرف مفصل شرط دم ریس ابتدا م شود. محاسبه ر دی متغیر

و محاسبه آن مقادیر وابستگ پارامتر برای مختلف مقادیر گرفتن نظر در با و مشخص را گامبل و کلایتون

سهام روزانه شده معامله قیمت آخرین به مربوط واقع داده های گرفتن نظر در با پایان، در است. شده ارائه

حساب شده معرف ریس اندازه ٢٠١٨ و ٢٠١٧ سال دو ط در ملت و البرز پارسیان، آسیا، بیمه شرکت های

است. شده ارائه آمده بدست نتایج و

مثبت. ربع وابستگ ، وابستگ اندازه مفصل، تابع ، شرط دم امید کلیدی: کلمات

١ s.seifollahi.k@gmail.com
٢bevrani@gmail.com
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پیش گفتار ١

و اندازه گیری ، ریس انواع شناسایی جهت این از م کند ایفا مال بازارهای در کلیدی نقش ریس مفهوم

اندازه و (CTE) شرط دم امید ،(VaR) خطر معرض در ارزش است. برخوردار بالایی اهمیت از آن مدیریت
مال مباحث وارد اخیر سال های در که بوده ریس اندازه گیری مهم معیارهای جمله از (DRM) پنهان ریس

است. شده

بیشتر آن خطر معرض در مقدار از ریس که صورت در ریس شرط امید صورت به CTE ریس تحلیل در
، α ∈ (٠,١) حقیق مقدار هر برای ر دی عبارت به م شود. تعریف باشد

CTEX(α) := E(X|X > V aRX(α))

همزمان بطور X٢ و X١ ریس دو افزایش کنترل به مجبور اگر .V aRX(α) = inf{x;F (x) ⩾ α} آن در که
مقدار با بنابراین است، جدیدی فرمول به نیاز لذا کرد استفاده CTE از نم توان صورت این در باشیم

E(X١|X١ > V aRX(α), X٢ > V aRX(t)); ∀α, t ∈ (٠,١)

متغیر برای مقدار همان بالا فرمول باشند، هم از ,X١)مستقل X٢) متغیرهای زوج اگر داشت. خواهیم کار سرو
داشتن دست در فرض با م باشد. توأم توزیع تابع تعیین به نیاز باشند وابسته متغیر دو اگر و شد خواهد ریس

تعیین را توأم توزیع مفصل توابع از استفاده و [٣] لار اس قضیه از استفاده با م توان حاشیه ای، توزیع های
کرد.

اندازه بتوان تا ریس هاست بین (PQD) مثبت ربع وابستگ اطلاعات گرفتن نظر در مقاله اصل هدف

م شود: تعریف زیر صورت به ریس اندازه منظور، این برای کرد. حساب را مال ریس

CCTEX١(t) = E(X|X١ > V aRX(α), X٢ > V aRX(t)); ∀α, t ∈ (٠,١) (١)

ریس اندازه ویژگ های تمام در ریس اندازه این م شود. تعریف مفصل شرط دم امید را ریس این

م کند. صدق منسجم
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مفصل شرط دم امید ٢

توزیع که زمان برای VaR بین این در که هستند CTE و VaR ، مال مباحث در ریس اندازه رایجترین
م شود: تعریف زیر صورت به X پیوسته تصادف متغیر برای CTE است. ایرادات دارای نباشد نرمال ریس

CTEX(α) =
١

١ − α

∫ ١

α

V aRX(u).du; ∀α ∈ (٠,١) (٢)

X١ باشند. وابسته بهم H توأم توزیع و FXi حاشیه ای توزیع های با X٢ و X١ ریس دو که کنید فرض حال
حال بود، نخواهد مفید ٣ . ٣ فرمول ر دی صورت این در م نامیم. مرتبط ریس را X٢ و هدف ریس را

در که م شود. ارائه مفصل شرط دم امید مرتبط، ریس و هدف ریس بین وابستگ گرفتن نظر در با
.[٢] است شده داده ١ رابطه

ه بطوری دارد وجود C : [٠,١]d −→ [٠,١] تا ی مفصل ی ،[٣] لار اس قضیه با مطابق

H(x١, x٢) = C(FX١(x١), FX٢(x٢))

باشد: شده تعریف زیر صورت به بقا توابع کنید فرض

F̄Xi(xi) =p(Xi > xi) i : ١,٢

H̄(x١, x٢) =p(X١ > x١, X٢ > x٢)

مفصل تابع ی C̄ صورت این در دهیم، نشان بقا) C̄(مفصل با را م کند وصل هم به H̄را و F̄ که تابع و
و است

C̄(u, v) = u+ v − ١ + C(u, v)

داریم است، c ال چ تابع با پیوسته مطلقاً C که شود فرض اگر م باشد. X٢ و X١ Cمفصل که

C̄(١ − α,١ − t) =

∫ ١

α

Jt(u)du; ∀α ∈ (٠,١)

آن در که
Jt(u) =

∫ ١

t

c(u, v)du; ∀α ∈ (٠,١)

همچنین

C̄(١ − α,١ − t) = ١ − α− t+ C(α, t).

برای باشد. مفصل تابع با که توأم توزیع با متغیره دو تصادف متغیر ی (X١, X٢) کنید فرض .٢ . ١ گزاره
است: زیر صورت به مفصل شرط دم امید ، t ∈ (٠,١) تمام و α ثابت مقدار ی

CCTEX١(t) =

∫ ١
α
Jt(u)F

−١
X١

(u)du∫ ١
α
Jt(u)du

(٣)
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.[٢] م باشد FX١ توزیع تابع معکوس ،F−١
X١

آن در که

عددی مثال ٣

کلایتون مفصل تابع از استفاده با CCTE ٣ . ١

صورت به θ > ٠ برای کلایتون مفصل فرم است. شده مطرح [١] کلایتون توسط بار اولین کلایتون خانواده
است: شده تعریف زیر

Cc
θ(u, v) = (u−θ + v−θ − ١−(١/θ (۴)

داریم: کلایتون مفصل برای

λl = ١−٢/θ, λu = ٠, τ = θ/(θ + ٢)

م باشد. تائو کندال همان τ آن در که

شود: تعریف زیر صورت به حاشیه ای ها بقای توابع کنید فرض

F̄Xi(x) =

 (١ + x)−γ if x ⩾ ٠

١ if o.w
(۵)

داشت: خواهیم α ثابت سط هر برای صورت این در

CTEX(α) =
γ

γ − ١
(١ − α)−١/γ − ١, V aRX(α) = (١ − α)−١/γ − ١ (۶)

CCTEX(t) =
١

C̄c
θ(١ − α,١ − t)

((١ − α)CTEX(α)−
∫ ١

α

u−θ−١))١ − α)−١/γ − ١)
(u−θ + t−θ − ١+١(١/θ du) (٧)

ضعیف، وابستگ برای را وابسته پارامتر مقدار م توان تائو، کندال و وابستگ پارامتر بین روابط از استفاده با
کرد. مقایسه و محاسبه را CCTE مقدار تا انتخاب قوی و متوسط

آمده بدست مقادیر مقایسه م دهد. نمایش t و α مختلف مقادیر ازای به را CCTE ریس اندازه ٢ جدول
بطور متغیر این بنابراین م باشد، ر دی متغیر دو از بیشتر X٣ متغیر به مربوط ریس مقادیر که م دهد نشان
کم مقادیر پیشامد دو که است مناسب کاربردهایی برای کلایتون مفصل است. X١ X٢و از خطرناکتر واض

است. ضعیف بالا دم در و قوی پایین دم در وابستگ چون کنند، تجربه هم با را
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کلایتون مفصل پارامتر و تائو کندال ، دم وابستگ مقدار :١ جدول
τ θi λl

٠٬٢ ٠٬۵ ٠٬٢۵٠

٠٬۵ ٢ ٠٬٧٠٧

٠٬٨۵٧ ١٢ ٠٬٩۴٣

گامبل مفصل تابع از استفاده با CCTE ٣ . ٢

عنوان به است، گرفته قرار بحث مورد [۵] در چون اما است، شده معرف [۴] گامبل توسط خانواده این

م باشد: زیر صورت به گامبل مفصل است. معروف هم هوگل گامبل‐ خانواده

CG
θ (u, v) = exp{−((−lnu)θ + (−lnv)θ − ١−(١/θ} θ ∈ [١,∞) (٨)

داریم مفصل این برای
λl = ٠, λu = ٢ − ١−٢/θ, τ = (θ − ١)/θ

ضعیف وابستگ و بزرگتر مقادیر برای قوی وابستگ دهنده نشان مشاهدات اگر که م دهد نشان نتایج این
بود. خواهد مناسبی انتخاب گامبل مفصل باشد، تر کوچ مقادیر برای

زیر صورت به شرط دم امید ریس اندازه صورت این در باشد، ۵ فرم به حاشیه ای بقا توابع اینکه فرض با
بود: خواهد

CCTEX(t) =
١

C̄G
θ (١ − α,١ − t)

((١ − α)CTEX(α)

−
∫ ١

α

((١ − u)−١/γ − ١)CG
θ (u, v)(−lnu)θ−١

u((−lnu)θ + (−lnv)θ − ١−١(١/θ du) (٩)

آن در که

C̄G
θ (١ − α,١ − t) = ١ − α− t+ CG

θ (α, t) (١٠)

ضعیف، وابستگ برای را وابسته پارامتر مقدار م توان تائو، کندال و وابستگ پارامتر بین روابط از استفاده با
کرد. مقایسه و محاسبه را CCTE مقدار تا انتخاب قوی و متوسط
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آمده بدست مقادیر مقایسه م دهد. نمایش t و α مختلف مقادیر ازای به را CCTE ریس اندازه ٣ جدول

است. X١ X٢و از خطرناکتر واض بطور X٣ متغیر م دهد نشان

کاربرد ۴

بیمه یعن سهام چهار بیمه، شرکت های سهام بین از شده، تعریف ریس اندازه از واقع کاربرد ارائه برای
دو برای را آنها روزانه شده معامله قیمت آخرین به مربوط داده های و انتخاب را ملت و البرز پارسیان، آسیا،
۵نمایش جدول در متغیر چهار این همبستگ ضریب برآورد م دهیم. قرار تحلیل مورد ٢٠١٨ و ٢٠١٧ سال

است. شده داده
تابع سه برای R افزار نرم در gofCopula یج پ از استفاده با دومتغیره برازش ویی نی آزمون نتایج ۶ جدول
مقدار p بیشترین اساس بر و م دهد نشان را شده انتخاب متغیر چهار برای گامبل و کلایتون گاوس، مفصل

کردیم. انتخاب متغیرها برای را مفصل توابع آمده، بدست

است: زیر صورت به که م  باشد گاوس مفصل متغیرها، برای شده انتخاب مفصل تابع اکثر

cρ(u, v) =
١√

١ − ρ٢
exp{٢ρxy − ρ٢(x٢ + y٢)

١)٢ − ρ٢)
}

م باشد. گاوس مفصل وابستگ پارامتر ρ و y = F−١(v) و x = F−١(u) آن در که

وابستگ پارامتر بین رابطه از استفاده با آن وابستگ پارامتر متغیر، دو هر برای مناسب مفصل انتخاب از بعد
داده ایم. ٧نشان جدول در و تعیین تائو کندال و

به را آن پارامترهای برآورد که م باشند پارتو توزیع دارای متغیرها که داد نشان متغیرها برای توزیع برازش
t = ٠٫٩٠ و α = ٠٫٩٠ مقادیر برای CCTE شده معرف ریس اندازه کردیم. تعیین درستنمایی حدکثر روش
نمایش ٨ جدول در را نتایج خلاصه و محاسبه پارتو توزیع کم به و شده انتخاب مفاصل از استفاده با

دارای ملت) بیمه و البرز (بیمه زوج به مربوط ریس که شد مشخص آمده بدست مقادیر به توجه با دادیم.
م باشد. مرتبط ریس ملت بیمه و هدف ریس البرز بیمه آن در که م باشد ریس کمترین
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کلایتون مفصل گرفتن نظر در با γ = ١٫۵ با ریس اندازه :٢ جدول
٠٬٩٩٠٠ ٠٬٩۶٧۵ ٠٬٩۴۵٠ ٠٬٩٢٢۵ ٠٬٩٠٠٠

٢٠٬۵۴۴٣۵ ٨٬٨١٩٢٣٧ ۵٬٩١۴۴۵٩ ۴٬۵٠١٣٠٣ ٣٬۶۴١۵٨٩ VaR

۶٣٬۶٣٣٠۴ ٢٨٬۴۵٧٧١٢ ١٩٬٧۴٣٣٧٧ ١۵٬۵٠٣٩٠٨ ١٢٬٩٢۴٧۶٧ CTE

θ = ٠٫۵

٠٬٩٩٠٠ ٠٬٩۶٧۵ ٠٬٩۴۵٠ ٠٬٩٢٢۵ ٠٬٩٠٠٠ t

۶٣٬٧٠۶٠٣ ٢٨٬۵۶۶٩٣ ١٩٬٨٧۴٩١ ١۵٬۶۵٢٩٨ ١٣٬٠٨٨٨٠ ٠٬٩٠٠٠

۶٣٬٧٠٧٨٧ ٢٨٬۵۶٩۶٩ ١٩٬٨٧٨٢٢ ١۵٬۶۵۶۶۵ ١٣٬٠٩٢٩٣ ٠٬٩٢٢۵

٧٠٩٧٣. ٢٨٬۵٧٢۴٣ ١٩٬٨٨١۵٢ ١۵٬۶۶٠٣٩ ١٣٬٠٩٧٠١ ٠٬٩۴۵٠

۶٣٬٧١١۵۶ ٢٨٬۵٧۵٢٠ ١٩٬٨٨۴۶۵ ١۵٬۶۶۴١۶ ١٣٬١٠١٠٨ ٠٬٩۶٧۵

۶٣٬٧١٣١۶ ٢٨٬۵٧٧٩٣ ١٩٬٨٨٨١٧ ١۵٬۶۶٧۶٧ ١٣٬١٠۵١٧ ٠٬٩٩٠٠

θ = ٢

٠٬٩٩٠٠ ٠٬٩۶٧۵ ٠٬٩۴۵٠ ٠٬٩٢٢۵ ٠٬٩٠٠٠ t

۶٣٬٨٨٢۶٧ ٢٨٬٨٣٣٧٧ ٢٠٬١٩٩٢۴ ١۶٬٠٢٣٨٣ ١٣٬۵٠٠۶٧ ٠٬٩٠٠٠

۶٣٬٨٩٨٧۴ ٢٨٬٨۵٧٧٣ ٢٠٬٢٢٧٩۵ ١۶٬٠۵۶٢٢ ١٣٬۵٣۶١٣ ٠٬٩٢٢۵

۶٣٬٩١۵٣۶ ٢٨٬٨٨٢۴۶ ٢٠٬٢۵٧۵٨ ١۶٬٠٨٩۵٨ ١٣٬۵٧٢۶٠ ٠٬٩۴۵٠

۶٣٬٩٣٢۵٢ ٢٨٬٩٠٧٩٨ ٢٠٬٢٨٨٠٩ ١۶٬١٢٣٩٧ ١٣٬۶١٠١۵ ٠٬٩۶٧۵

۶٣٬٩۵٠٢٨ ٢٨٬٩٣۴٢٩ ٢٠٬٣١٩٨١ ١۶٬١۵٩۴١ ١٣٬۶۴٨٧٧ ٠٬٩٩٠٠

θ = ١٢

٠٬٩٩٠٠ ٠٬٩۶٧۵ ٠٬٩۴۵٠ ٠٬٩٢٢۵ ٠٬٩٠٠٠ t

۶۴٬١۶٩٠١ ٢٩٬٣٣١٣١ ٢٠٬٨٨٨٣۶ ١۶٬٩١٣۴۵ ١۴٬۶٠۵١۵ ٠٬٩٠٠٠

۶۴٬٣۶٣۵۵ ٢٩٬۶٣٧٧۵ ٢١٬٢٧۴١۴ ١٧٬٣۶۶٧٩ ١۵٬١١٨٠٢ ٠٬٩٢٢۵

۶۴٬۶١٩٢٠ ٣٠٬٠٣٣٢٨ ٢١٬٧۶٢٧۶ ١٧٬٩٣٠١۵ ١۵٬٧۴٣۶٩ ٠٬٩۴۵٠

۶۴٬٩۵١٨٠ ٣٠٬۵٣۶٩١ ٢٢٬٣٧١٩٨ ١٨٬۶١٨٧٨ ١۶٬۴٩۴٨٢ ٠٬٩۶٧۵

۶۵٬٣٨٠٢۴ ٣١٬١۶٩۴۵ ٢٣٬١١٩٩۵ ١٩٬۴۴٧۶٢ ١٧٬٣٨٣٧٣ ٠٬٩٩٠٠
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گامبل مفصل گرفتن نظر در با γ = ١٫۵ با ریس اندازه :٣ جدول
٠٬٩٩٠٠ ٠٬٩۶٧۵ ٠٬٩۴۵٠ ٠٬٩٢٢۵ ٠٬٩٠٠٠

٢٠٬۵۴۴٣۵ ٨٬٨١٩٢٣٧ ۵٬٩١۴۴۵٩ ۴٬۵٠١٣٠٣ ٣٬۶۴١۵٨٩ VaR

۶٣٬۶٣٣٠۴ ٢٨٬۴۵٧٧١٢ ١٩٬٧۴٣٣٧٧ ١۵٬۵٠٣٩٠٨ ١٢٬٩٢۴٧۶٧ CTE

θ = ١٫٠١

٠٬٩٩٠٠ ٠٬٩۶٧۵ ٠٬٩۴۵٠ ٠٬٩٢٢۵ ٠٬٩٠٠٠ t

٧١٬٩٩٢٧۵ ٣٢٬۵۵۶٩٧ ٢٢٬۶٩٩٠۶ ١٧٬٨٧٩٣٣ ١۴٬٩٣٧٠٢ ٠٬٩٠٠٠

٧۴٬١٣٣٩۴ ٣٣٬۶۶٧٢٩ ٢٣٬۵٠٧۶۴ ١٨٬۵٢٨٩٠ ١۵٬۴٨۵٠٠ ٠٬٩٢٢۵

٧٧٬۶۴۵٢۴ ٣۵٬۵٣۴٩۶ ٢۴٬٨٧٣٧٩ ١٩٬۶٢۶٧١ ١۶٬۴١٠٢۶ ٠٬٩۴۵٠

٨۴٬٧٢۶۵٢ ٣٩٬۴۵۴٧۵ ٢٧٬٧۶٠۶۶ ٢١٬٩۴٨٧۵ ١٨٬٣۶۵٩٢ ٠٬٩۶٧۵

١١١٬١٨۶٨١ ۵۵٬٢٧۵۶٨ ٣٩٬۵٨٨٠٨ ٣١٬۵٠٧٣۴ ٢۶٬۴٢٩٣٠ ٠٬٩٩٠٠

θ = ٢

٠٬٩٩٠٠ ٠٬٩۶٧۵ ٠٬٩۴۵٠ ٠٬٩٢٢۵ ٠٬٩٠٠٠ t

۶٣٬٣١١۵٢ ٣٠٬٨۴٩٠٩ ٢٢٬٨۴٢١٢ ١٩٬٢٠٩٢٠ ١٧٬١۵٨١٨ ٠٬٩٠٠٠

۶۵٬۶٠۶٣۵ ٣١٬٧۶۶٧۴ ٢۴٬٠۵٩٧٢ ٢٠٬۶۵٣۶٠ ١٨٬٧۶٩٣٠ ٠٬٩٢٢۵

۶۶٬۵٨٣۴٢ ٣٣٬۵۴٣٧۴ ٢۶٬٣٨٣٧٠ ٢٣٬٣٣٨۵٧ ٢١٬۶٩١١۵ ٠٬٩۴۵٠

۶٩٬٠٧۴٧۴ ٣٨٬١٢٨۴٠ ٣٢٬٠٧٠٧٨ ٢٩٬۶٠٧۵٨ ٢٨٬٢٩٣۵٢ ٠٬٩۶٧۵

٨۵٬٣٨۵٣۴ ۶٣٬٣١١۵٢ ۵٩٬۵٩٩٣١ ۵٨٬٠٨٩٩٨ ۵٧٬٢٧٢۵٩ ٠٬٩٩٠٠

θ = ١٠

٠٬٩٩٠٠ ٠٬٩۶٧۵ ٠٬٩۴۵٠ ٠٬٩٢٢۵ ٠٬٩٠٠٠ t

۶٣٬۶٣٣٠۴ ٢٨٬۴۵٧٧۶ ١٩٬٧۴٧٩۶ ١۵٬۵٩١٨۵ ١٣٬۵٧٣٠١ ٠٬٩٠٠٠

۶٣٬۶٣٣٠۴ ٢٨٬۴۵٨٢٩ ١٩٬٧٩۴٨۵ ١۶٬٢٨٢٩٩ ١۵٬۵۴۴۶۴ ٠٬٩٢٢۵

۶٣٬۶٣٣٠۴ ٢٨٬۴٧٢٠٩ ٢٠٬٧٣۵٩۴ ١٩٬٧٢۶۴۵ ١٩٬۶٧٢١۶ ٠٬٩۴۵٠

۶٣٬۶٣٣١٣ ٢٩٬٨٨۵٩۶ ٢٨٬٣۶٣١۶ ٢٨٬٣۴۶۵٢ ٢٨٬٣۴۵٨۶ ٠٬٩۶٧۵

۶۶٬٨٠٧٢۵ ۶٣٬٣٨١٣٨ ۶٣٬٣٨١٢٧ ۶٣٬٣٨١٢۶ ۶٣٬٣٨١٢۶ ٠٬٩٩٠٠
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گامبل مفصل پارامتر و تائو کندال ، دم وابستگ مقدار :۴ جدول
τ θi λu

٠٬٠١٣ ١٬٠١ ٠٬٠٠٩

٠٬۵٨۵ ٢ ٠٬۵٠٠

٠٬٩٢٨ ١٠ ٠٬٩٠٠

بیمه شرکت چهار سهام برای تائو کندال برآورد :۵ جدول
ملت البرز پارسیان آسیا متغیرها

١ آسیا

١ ٠٬٣٩١٨ پارسیان

١ ٠٬۶٧٧٢ ٠٬۴٨٣۵٩ البرز

١ ٠٬٢۴٢۵ ٠٬٠٧٢۵١ ٠٬٣۴۶۴ ملت

Sn روش به دو بعد با استرپ بوت براساس برازش ویی نی آزمون p-value مقدار :۶ جدول
ملت البرز پارسیان مفصل

آسیا ٠٬١٨١ ٠٬٢١٢ ٠٬۶١۶ گاوس

٠٬١٧۵ ٠٬٧٩٧ ٠٬٢۶٠ کلایتون

٠٬١٧١ ٠٬٨١٣ ٠٬٢٣٢ گامبل

پارسیان ٠٬٠٧٧ ٠٬١۶۵ ‐ گاوس

٠٬١٢١ ٠٬٠٠٨ ‐ کلایتون

٠٬١١۶ ٠٬٠٠٢ ‐ گامبل

البرز ٠٬٢٧٠ ‐ ‐ گاوس

٠٬٢۵٧ ‐ ‐ کلایتون

٠٬٢۴۶ ‐ ‐ گامبل
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تائو کندال برآوردهای از استفاده با شده انتخاب مفصل وابستگ پارامترهای برآورد :٧ جدول
ملت البرز پارسیان آسیا متغیرها

٠٬۵١٧٧٠ ١٬٨٧٢٨٩ ٠٬۵٧٣۶٢ ‐ آسیا

٠٬١۵۶٣٨ ٠٬٨٧۴١۶ ‐ ٠٬۵٧٣۶٢ پارسیان

٠٬٣٧١٨٠ ‐ ٠٬٨٧۴١۶ ١٬٨٧٢٨٩ البرز

‐ ٠٬٣٧١٨٠ ٠٬١۵۶٣٨ ٠٬۵١٧٧٠ ملت

t = ٠٫٩٠ و α = ٠٫٩٠ با CCTE ریس اندازه :٨ جدول
ملت البرز پارسیان آسیا متغیر

۵٢٩٩٬٣۶٩ ۵٢١٨٬٠٠٩ ۵٢٠۴٬٩٢١ ‐ آسیا

٣۶٣١٬۴٣٣ ٣۶٠١٬٨٨٩ ‐ ٣۶٧۵٬۶٧٨ پارسیان

٢۴٩٧٬١٩۴ ‐ ٢۶٠٧٬١٩٣ ٢۵١٩٬٧۵٩ البرز

‐ ٢٧١٣٬٧۶١ ٢۶٩٣٬٣٠۵ ٢٧١٣٬٠٩٨ ملت
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اطلاع نظریه معیارهای از استفاده با مفصل انتخاب

٣ ح احمدزاده، ٢ م.ح دهقان، ١ ا ، شیبان

بلوچستان و سیستان اه دانش ، ریاض ده دانش آمار، گروه

یده چ

این م باشد، علم جامعه نیاز مورد و مهم مسائل از آنها شناخت و متغیرها بین همبستگ ساختار امروزه

مجموعه ای بر که دارد وجود متنوع مفصل های که آنجا از کرد. حل مفصل توابع از استفاده با م توان را مهم

بهترین انتخاب برای راستا این در م باشد. روز مسائل از ی مفصل بهترین انتخاب یابند، برازش ها داده از

اعمال واقع داده های روی بر فوق الذکر معیارهای و م شود استفاده KL AICو ،CF روش های از مفصل مدل

م گیرد. قرار بررس مورد نتایج و

دم مرتبه ، دم وابستگ ، هندس فوق توابع بتاپرایم، مقیاس آمیخته کلیدی: کلمات

١ sheybanielahe@gmail.com
٢mhdehghan@math.usb.ac.ir
٣hahmadzadeh@math.usb.ac.ir
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پیش گفتار ١

برای را زیر مسأله او است. شده معرف فرشه٢ توسط سال١٩۵١ در مفصل١  تاریخ احتمالا م شود گفته
کرد: مطالعه بعدی دو حالت

مجموعه مورد در ،(Ω, F, p) سان ی احتمال فضای در X٢ X١و تصادف متغیرهای از F٢ F١و توزیع توابع با

است ذکر به لازم گفت؟ م توان چه است، F٢ F١و آن حاشیه های که متغیره ای دو ال چ تابع از Γ(F١, F١)

اگر است. بوده ته غیر م شود، نامیده F٢ F١و فرشه کلاس حاضر حال در که ،Γ(F١, Fمجموعه ی(١ که

توزیع تابع آنگاه نباشند، مستقل X٢ X١و

به Γ(F١, F١) عناصر ر دی اما است متعلق Γ(F١, F١) به همیشه (x١, x٢) → F (x١, x٢) = F١(x١)F٢(x٢)

در دادند. انجام ١٩۵٨ گمبل۴ و ١٩۵۶ فرشه فرون٣، را مسأله این درباره مقدمات مطالعات نیست. وضوح

م شد، شناخته او نام به آن از پس که قضیه ای اثبات مفصل، نام و مفهوم ارائه با لار۵[٣] اس ،١٩۵٩ سال
پیشرفت آماری متری فضای بر خود کار در شوایزر٧ و ۶ برت او، آورد. بدست زمینه این در را نتیجه بهترین
از و بود علاقه مند فرشه دانست. ارزشمند را فرشه به خود نتایج دادن ارتباط منگر٨ که حدی تا بودند، کرده

فرشه و لار اس بین نامه تبادل به منجر امر این بنویسد. شده ارائه حساب های برای را بیانیه ای تا خواست او
که شد

و او کار به مربوطه پرینت های از پاکت چندین من برای او آنچه با رابطه در نامه هایی تبادل باعث کار این

کارهای از بسیاری برای مقالات این شد. فرشه با است کرده ارسال حاشیه ای توزیع روی اهیانش هم دانش
در فرون بود. ١٩۵۶ فرون مقاله ی لار اس برای مقاله مهمترین زمان، درآن حال، این با بودند. مهم بعدی
این که کرد معرف را بودند، شده تعریف واحد عب م روی بر که را کم توابع سه بعدی توزیع های مطالعه

واحد در م توان را مشابه توابع که کرد مشاهده لار اس م داند. مرتبط ی بعدی حاشیه های با را توزیع ها
پیوند ی بعدی حاشیه های به را n‐بعدی توزیع مشابه طور به و کرد تعریف n ⩾ ٢ تمام برای عبی٩ n‐م
فرشه نوشت. نامه ای فرشه به آنها مورد در کرد، بررس را توابع این اساس ویژگ های آنکه از پس او م دهد.

به لار اس مقاله، این نگارش حین در بنویسد. فرانسه زبان به یادداشت آنها مورد در تا خواست لار اس از

١Copula
٢Frechet
٣Feron
۴Gumbel
۵Sklar
۶Bert
٧Schweizer
٨Menger
٩n-cube
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ی عنوان به ”مفصل” کلمه ی دانستن که آنجایی از دارد. نیاز نام ی توابع این برای که رسید نتیجه این

احساس کرد او لذا م دهد، پیوند را گزاره و موضوع ی که عبارت یا کلمه ی برای دستوری، عبارت
پیوند بعدی ی حاشیه های به را بعدی چند توزیع ی که بود خواهد تابع برای مناسب نام ی این که

کرد اصلاح را ریاض گزاره ی کرد، دریافت را لار اس یادداشت فرشه م شود. استفاده آن از و م دهد
پاریس اه دانش آماری موسسه در را او یادداشت های و کرد اعمال او فرانسه متن بر جزئ تصحیح چند و
(آیا شد. نامیده لار١١” ”م.اس عنوان به لار١٠” اس ”ابی نویسنده مقاله، این در که است جالب کرد. منتشر

١٩٧٣ در آن از طرح اما نشد، ارائه ١٩۵٩ در لار اس قضیه اثبات شود؟). انتخاب ١٢ آقا عنوان به باید
نوشته یادداشت های به اتکا با را آن باید زمینه این در حرفه ای افراد سال چند برای که طوری به شد. ارائه
قضیه ”غیرمستقیم” اثبات های برخ که کرد اشاره باید همچنین م کردند. بازسازی لار اس خود توسط شده

تمام سال ١۵ درحدود شدند. کشف دلایو١۵ اسپردیل١۴و ،١٣ مور توسط بعدا مفصل) به اشاره لار(بدون اس
دست به لار١٩٨٣ اس و شوایزر توسط احتمال متری فضای نظریه چارچوب در مفصل ها به مربوط نتایج

رخ تصادف کاملا طور به هفتاد دهه اوسط در مفصل ها روی آماری جامعه نف به که رویدادی است. آمده
موضوع این متوجه و خواند را ١٩۵٩ ١۶ رن توسط وابستگ معیارهای عنوان با مقاله ی که، بود آن داد.
ساختاری بلوک های اولین دهد. انجام  را اقدامات چنین مفصل از استفاده با م تواند راحت به او که شد

اعلان ١٩٩٧ ١٩ امهرست ١٨ ماساچوست اه دانش در ولف دکتری پایان نامه ١٩٨١و ١٧ ولف و شوایزر توسط
شده مقایسه ١٩٨٠ ولف مقاله ی با و ارائه ١٩٨١ ولف و شوایزر مقاله در آماری جامعه در نتایج این شد.
نظریه ی به ،١٩٨٣ لار اس و شوایزر توسط بنیادی کتاب فصل۶ ر، دی سال چندین برای حال این با است.

در اولیه اطلاعات اصل منبع اما شده، منتشر ١٩٨٣ سال در و شده داده اختصاص احتمال متری فضاهای
علاوه شدند. مشغول سریعتر اران هم و دانشجویان کتاب، و مقالات این انتشار از بعد بود. مفصل ها مورد

این به مختلف جهات از سایرین است، یافته افزایش آماری وابستگ سوالات به علاقه که آنجا از این بر
١٩٨۶و ٢٠ جنست توسط ”the joy of copulas” پرطرفدار مقاله ،١٩٨۶ سال در آوردند. روی موضوع
به شده داده اختصاص کنفرانس اولین دلایو ،١٩٩٠ در کرد. جلب خود به را بیشتری توجه ،٢١ م ک

١٠Abe Sklar
١١M.Skalr
١٢Monsieur
١٣Moore
١۴Spruill
١۵Deheuvels
١۶A.Renyi
١٧Wolff
١٨Massachusetts
١٩Amherst
٢٠Genest
٢١MacKay
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بار اولین کنفرانس این شد. نامیده شده” داده حاشیه های با احتمال ”توزیع که کرد سازمانده را مفصل ها
آنها از هری زیرا کرد، کم فرضیه این به زیادی حد تا که شد برگزار کنفرانس هایی از مجموعه ای در

و روشندرف٢٣ سیاتل٢٢توسط شهر در کنفرانس ها این بودند، کرده پیشنهاد را شخص ی نتایج ارئه شانس
کوادرس٢٩ توسط بارسلون٢٨ در ،١٩٩٧ استفن٢٧ و بنس٢۶ توسط پراگ٢۵ شهر در تیلور١٩٩۶٢۴، و شوایزر
برگزار کلو٣٣ توسط ٢٠٠٩ سال در تارتو٣٢ در و ،٢٠٠۴ جنست توسط ٣١ کب در ،٢٠٠٢ فورتیانا٣٠ و

مفصل ها ایده نود، دهه پایان در کند. شرکت سائوپائلو٣۴ در ٢٠١٠ سال در بود قرار بعدی برنامه ی و شدند
استاندارد مراج به بعدی دهه برای و شدند رونمایی مفصل درباره ی کتاب دو شد. محبوب فزاینده ای طور به
بحث به را آن بزرگ قسمت و نوشت چند متغیره مدل های در را خود کتاب جو٣۵ ١٩٩٧ سال در شد. تبدیل

این اصل دلیل اما رسید). چاپ به نلسن٢٠٠۶٣۶ توسط جدید نتایج برخ کرد(با منتشر مفصل ها درباره
مال امور مانند کاربردی زمینه چندین در محققان توسط مفصل ایده های کشف در باید را علاقه افزایش

متغیره چند ال چ توابع بررس برای هم و است طبیع هم مفصل مفهوم دیده ایم، کنون تا که همانطور یافت.
و هشتاد دهه در هستیم؟ نود دهه پایان از شده منتشر مقالات در نکردن باور رشد شاهد ما چرا است. آسان
از بسیاری که کردیم، تجربه را بیمه و مال امور در کم ریس رابا مدیریت روش از توسعه ی نود، دهه

امور در مفصل ها پیدایش شدند. رانده جدید محصولات توسعه یا جدید تنظیم دستورالعمل های توسط آنها
گرفته سرچشمه مفصل ها کاربرد خصوص به مفصل ها مورد در تحقیقات ارزش از ٢٠٠٩ جنست توسط مال
ساخت برای را مفهوم این اهمیت ،٢٠٠٧ جنست هیدرولوژی نظیر مختلف زمینه های زمان، همان در است.

همه ی از کامل حساب ی ارائه امروزه، کردند. کشف بیشتری انعطاف پذیری با را چند متغیره مدل های
همانطور است. ن غیرمم تقریبا م شود، استفاده آنها از آن در که بسیاری حوزه های به مفصل کاربردهای

وجود جدی بطور وابستگ که وقت است، یافته پایان توزیع هم و مستقل توزیع های عصر گفت : شوایزر که
تشخیص برای بزرگ مقیاس در آماری جامعه برای امر این م شوند. عمل وارد طبیع به طور مفصل ها دارد،

٢٢Seattle
٢٣Ruschendrof
٢۴Taylor
٢۵Prague
٢۶Benes
٢٧Stepan
٢٨Barcelona
٢٩Cuadras
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به موضوع باشد مفصل ها در فصل یا بخش ی شامل آماری عبارت هر که زمان و م ماند باق واقعیت این

چند و است شده مطرح کاربردهایشان و مفصل ها مورد در زیادی انتقادات اخیرا رسید. خواهد سال و سن
انتشار چنین به واکنش انتقادات این ما، دیدگاه از کردند. صحبت به شروع مفصل” ”جنون درباره ی نفر

راه حل به عنوان را مفصل ها اشتباه به نفر چندین که گفت باید بود. طبیع کاملا مفصل کاربردهای گسترده ی
درک برای ضروری ابزاری مفصل ها نیست! اینطور قطعا کرده اند، تعبیر ” اتفاق وابستگ لات مش ”همه ی
نیستند. تصادف مدل های همه لات مش راه حل آنها اما هستند، تصادف وابستگ مورد در متعدد لات مش

ابتدای راه در هنوز مفهوم این که باوریم این بر هنوز ما مفصل ها، مورد در توجه مورد وسیع گستره این عل رغم
بر مبن مفاهیم یا مفاهیم آیا این که بر تاکید منظور به باید و است ن مم ر دی تحقیق چندین و دارد قرار

شود. گرفته نظر در ریاض قوی مفهوم ی به عنوان کاربرد چندین در م تواند واقعا مفصل،

ی مفصل مدل های است. صریح ندرت به و ضروری اغلب توأم تصادف پیشامدهای مدل سازی امروزه اگرچه

لار اس توسط کشف از پس بلافاصله آنها اگرچه م باشند توأم تصادف متغیرهای مدل سازی متداول روش
طور به م بیست و ی قرن در و بیستم قرن اواخر تا سب این نگرفتند. قرار توجه مورد گسترده طور به ١٩۵٩
با متغیره چند روابط مدل سازی مفهوم والدز٣٨ و فریز٣٧ رسید. تصویب به زمینه ها از بسیاری در گسترده

تلفات هزینه داده های مجموعه از استفاده با برنامه این و کردند معرف را آماری میدان به مفصل  ها از استفاده
استفاده پیش فرض مدل همبستگ برای مال امور در شهودی طور به مفصل مدل های شد. داده نشان بیمه
با اعتباری پیش فرض همبستگ های مدل سازی زمینه در را مقاله ای ٢٠٠٠ سال در ٣٩ ل دیوید م شوند.

در پیش فرض همبستگ مدل برای مفصل ها از استفاده ٢٠٠٨ سال در کرد. منتشر مفصل توابع از استفاده
هر از بیش شاید ل مقاله داشت. وجود دولت قانون گذاران درمیان و اعتباری آژانس های ، مال موسسات

‐٢٠٠٩ جهان مال بحران زمان تا آن انتشار تاریخ از ، مال امور در توجه قابل دقت ری، دی مقاله ی
سالمون۴٠ مثال (برای است. داشته مال بحران از بعد و ط در رسانه ها اصل جریان به حت و ،٢٠٠٨
درستنمایی شبه نسبت ”آزمون نام به مقاله ای انتشار با فن٢٠٠۵۴٣[٧] و چن۴٢ جونز٢٠٠٩۴١). ،٢٠٠٩

که مفصل مدل انتخاب روش ی جزئیات شبه پارامتری”، صورت به متغیره چند مفصل مدل انتخاب برای
نمودند. بیان را شد، شناخته CFروش نام به آن از پس
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مفصل تابع اولیه مفاهیم ٢

مفصل تابع ٢ . ١

شود م مشخص اش تجمع توزیع تابع با X تصادف متغیر ی

F (x) = p(X ≤ x) x ∈ R (١)

بفرد منحصر رفتار F١, · · · , Fd حاشیه ای توزیع توابع X١, · · · , Xd تصادف متغیرهای از مجموعه ای برای
توأم توزیع توابع مفصل ها نم دهد. توأم شان رفتار به راج اطلاعات هیچ اما م کند توصیف را متغیرها

وابستگ با توزیع توابع مفصل شده اند. ساخته استاندارد نواخت ی حاشیه ای توزیع های از  تعدادی که م باشند
م کند. جفت بهم را تصادف متغیرهای بین خاص

توزیع های با توأم تجمع توزیع تابع ی C : [٠,١]d −→ [٠,١] بعدی dمفصل (مفصل). ٢ . ١ تعريف
م را نم باشند استاندارد نواخت ی که توزیع هایی است ذکر به لازم م باشد. استاندارد نواخت ی حاشیه ای

متغیر تصادف ی Uاگر کرد. تبدیل استاندارد نواخت ی توزیع های به احتمال انتگرال تبدیل از استفاده با توان
هر برای آنگاه باشد، F−١ تعمیم یافته ی معکوس با دلخواه تجمع توزیع تابع ی F و استاندارد نواخت ی

R به متعلق x

p(F−١(U) ≤ x) = p(U ≤ F (x)) = F (x) (٢)

ی C کنید فرض چند متغیره، در موارد م باشد. F تجمع توزیع تابع با متغیرتصادف ی F−١(U) یعن
دلخواه متغیره تک تجمع توزیع توابع F١, · · · , Fd و باشند C تجمع توزیع تابع دارای U١, · · · , Ud و مفصل

،R به متعلق x١, · · · , xd هر ازای به صورت این در باشند.

C(F١(x١), · · · , Fd(xd)) = p(U١ ≤ F١(x١), · · · , Ud ≤ Fd(xd))

= p(F−١
١ (U١) ≤ x١, · · · , F−١

d (Ud) ≤ xd)

تعریف F١, · · · , Fd حاشیه های با چندمتغیره تجمع توزیع تابع ,(x١)C(F١ی · · · , Fd(xd)) همچنین و

صورت در م شوند، داده نمایش Cنماد با و م باشند تجمع توزیع تابع مفصل توابع تعریف، طبق م شود.
آورد. دست به را ال چ تابع م توان مولفه هر به نسبت گرفتن مشتق با Cمفصل تابع جزئ مشتقات وجود
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آنگاه باشد F١, · · · , Fd حاشیه ای توزیع های با بعدی d تجمع توزیع تابع ی F اگر لار). (اس ٢ . ١ قضيه

که باشد داشته وجود قسم به xi ∈ R (i = ١, · · · , d) هر برای C مفصل

F (x١, · · · , xd) = C(F١(x١), · · · , Fd(xd)) (٣)

تاست. ی Cمفصل آنگاه باشد پیوسته xi ∈ R هر ازای به Fi (i = ١, · · · , d) هر اگر ، طرف از است. برقرار

توزیع تابع طبق٣ F آنگاه باشند، دلخواه تجمع توزیع ,F١تابع · · · , Fdو مفصل ی C اگر قضیه: عکس
م باشد. F١, · · · , Fdحاشیه ای توزیع های با متغیره چند تجمع

مفصل مدل انتخاب روش های ٣
۴۴ (AIC) ه کائی آ اطلاعات معیار .١

۴۵ (KL− d)لیب لر‐ کولب واگرایی .٢
۴۶ (CF ) روش .٣

(AIC)ه آکائی اطلاعات معیار ٣ . ١

استفاده مورد اطلاعات نظریه مبان با آماری مدل های انتخاب در گسترده طور به ه کائی آ اطلاعات معیار
از استفاده با AIC مقادیر محاسبه ی م گیرد. قرار

AIC = −٢ log( درستنمایی (ماکسیمم + ٢k (۴)

شبه درستنمایی ماکسیمم یا درستنمایی ماکسیمم روش از استفاده با مدل ها عمل در معمولا م باشد. ان پذیر ام

دلتای م باشد. دسترس در مورد بررس مدل های تمام برای سهولت به AIC مقدار بنابراین م شوند داده برازش
مدل های مجموعه در AIC مقدار کمترین با مدل AIC مقدار و iام مدل AIC مقدار بین اختلاف ∆i ،AIC

م کند. محاسبه را شده گرفته درنظر

∆i = AICi −AICmin (۵)

م شوند. استفاده مدل انتخاب برای شده محاسبه های ∆i زیر جدول به توجه با
۴۴Akaike′s Information Criterion
۴۵Kullback − Leibler′s divergence
۴۶Chen and Fan method
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تجربی مدل iمین حمایت سط :١ جدول
تجربی مدل iمین حمایت سط ∆i

توجه قابل ٠ − ٢

کم بسیار ۴ − ٧

هیچ کدام اساساً ١٠ <

فرض آزمون به توجه با
H٠ : م کنند. پیروی نظر مورد مفصل از داده ها

H١ : نم کنند. پیروی نظر مورد مفصل از داده ها

م شود. انجام مذکور آزمون م باشد، ٢-٠ بین های ∆i وجود بر مبن H٠ پذیرش ناحیه ی اینکه و

اریتم ل تابع محاسبه ی برای م باشند موردبررس مفصل توابع اینجا در اینکه به توجه با .٣ . ١ تذکر
اریتم ل تابع م شود. اجرا شد بیان که همانطور مراحل بقیه ی و م کنیم عمل زیر صورت به درستنمایی

: θ مفصل پارامتر درستنمایی

L(θ) =
n∑

t=١
log(f٠

١ (X١t)× · · · × f٠
d (Xdt)× c(F ٠

١ (X١t), · · · , F ٠
d (Xdt); θ))

=
n∑

t=١

d∑
j=١

log f٠
j (Xjt) +

n∑
t=١

log c(F ٠
١ (X١t), · · · , F ٠

d (Xdt); θ)

=

n∑
t=١

d∑
j=١

log f٠
j (Xjt) +

n∑
t=١

log c(U١t, · · · , Udt; θ)

AIC فرمول در زیرا نمود حذف را L(θ) اول جمله ی م توان AIC مقادیر محاسبات در که است ذکر به لازم
جمله  ی درستنمایی، تابع شدن ماکسیمم برای فوق رابطه ی در و است شده قید درستنمایی ماکسیمم عبارت

م کند. کفایت دوم جمله  ی محاسبه ی تنها و نمود حذف را آن م توان پس م باشد θاز مستقل اول

(KL) ‐لیب لر کولب واگرایی ٣ . ٢

p(x) پیوسته احتمال ال های چ با شده داده توزیع دو بین تک متغیره، حالت در ‐لیب لر کولب واگرایی
صورت به ( موردبررس ال (چ q(x) و ( واقع ال (چ

D(p||q) =
∫
x

p(x) log
p(x)

q(x)
dx =

∫
x

p(x) log p(x)dx−
∫
x

p(x) log q(x)dx (۶)
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م باشد.
مورد بررس توزیع های برای و دارد بستگ log p(x) به تنها  D(p||q) عبارت اولین واقع مدل یا توزیع هر برای

درستنمایی اریتم ل امیدریاض منف مقدار یا Ep[log q(x)] ، D(p||q) از عبارت دومین و ثابت q(x) مختلف
م باشد. q(x)

واگرایی رساندن حداقل به باعث ، امیدریاض مقدار این کردن بیشینه با که موردبررس ای توزیع .٣ . ٢ تذکر
دومتغیره توابع برای ‐لیب لر کولب واگرایی همچنین است. مطلوب م شود، واقع توزیع به ‐لیب لر کولب

م باشد زیر صورت به پیوسته

D(p||q) =
∫ ∫

p(x, y) log
p(x, y)

q(x, y)
dxdy. (٧)

صورت به ‐لیب لر کولب واگرایی محاسبه ی برای م باشد مدنظر مفصل توابع اینکه به توجه با اینجا در که
م شود. اجرا شد بیان که همانطور مراحل بقیه ی و م کنیم عمل زیر

م شود تعریف زیر صورت به cf , cg : [٠,١]٢ → [٠,∞) مفصل ال چ دوتابع بین ‐لیب لر کولب فاصله ی

KL(cf , cg) =

∫
u∈[٠,١]٢

log

(
cf (u)

cg(u)

)
cf (u)du. (٨)

( ت و نرمال گالامبوس، کلیتون، گمبل، جو، (فرانک، مفصل ٧ روی بررس که است ذکر به لازم نکته این

بررس مورد مفصل ‐لیب لر کولب معیار مقدار گرفتن مینیمم با مفصل بهترین تعیین برای م شود. انجام
م باشد. ان پذیر ام مفصل ها ر دی به نسبت

(CF ) روش ٣ . ٣

م باشد رسم فرض آزمون شامل است، شده توصیف فن و چن توسط که ری دی مفصل مدل انتخاب روش
که صورت بدین م کند. بیان شده، داده پیشنهاد مورد بررس مفصل مدل تعداد هر میان از را مدل انتخاب که

آزمون ر دی رقابت مفصل ها ی مقابل در معیار مفصل ی عنوان به متوال طور به موردبررس مفصل دو هر
م شوند.

قابل طور به C٢(F
٠
١ (x١), · · · , F ٠

d (xd); θ٢) مفصل براینکه مبن ویی ال تعیین CF روش هدف .٣ . ٣ تذکر
معیار مفصل مدل از تر نزدی C٠(F ٠

١ (x١), · · · , F ٠
d (xd); θ

٠) واقع مفصل مدل به توجه
پارامتری مفصل تابع C٠ آن در که م باشد. است، ‐لیب لر کولب واگرایی در C١(F

٠
١ (x١), · · · , F ٠

d (xd); θ١)

نیز f٠
j نامعلوم، اما واقع پیوسته حاشیه ای توزیع jامین F ٠

j نامعلوم، اما واقع پارامتر θ٠ نامعلوم، اما واقع
م باشند. نامعلوم اما واقع پیوسته حاشیه ای توزیع jامین ال چ
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م باشد: زیر صورت به CF روش اجرای مراحل .٣ . ١ نکته

برای واریانس برآوردگر ٣.محاسبه ی (PLR) درستنمایی شبه نسبت آماره ی ٢.تعیین فرض آزمون ١.بیان
آزمون آماره ساخت

داریم معیار مفصل عنوان به c١ فرض با فرض. آزمون .١

H٠ : E٠
[
log

{
c٢(U١, . . . , Ud; θ

∗
٢)

c١(U١, . . . , Ud; θ∗١)

}]
≤ ٠,

H١ : E٠
[
log

{
c٢(U١, . . . , Ud; θ

∗
٢)

c١(U١, . . . , Ud; θ∗١)

}]
> ٠.

نسبت اریتم ل امیدریاض صفر فرض تحت که است واض فرض، آزمون به توجه با .۴ . ٣ تذکر

است. منف یا صفر مفصل مدل های از واقع درستنمایی

درستنمایی شبه نسبت آماره ی براساس فرض آزمون فن و چن (PLR) درستنمایی۴٧. شبه نسبت آماره ی .٢

صورت به PLR آماره ی م باشند. مجهول واقع حاشیه ای توزیع های و واقع مفصل زیرا کردند معرف
م شود تعریف زیر

LRn(F̃١, . . . , F̃d; θ̂٢, θ̂١) =
١
n

n∑
t=١

log

[
c٢{F̃١(X١t), . . . , F̃d(Xdt); θ̂٢}
c١{F̃١(X١t), . . . , F̃d(Xdt); θ̂١}

]
(٩)

ی درستنمایی نسبت برآورد نتایج بنابراین شدند برآورد ناپارامتری صورت به F̃j حاشیه ای توزیع های
امیدریاض PLR آماره ی م باشد. درستنمایی شبه نسبت ی درنتیجه نیست واقع درستنمایی نسبت

که دادند نشان فن و چن م کند. برآورد را مفصل دو درستنمایی خارج قسمت اریتم ل

LRn(F̃١, . . . , F̃d; θ̂٢, θ̂١)
a.s−−→ E٠

[
log

{
c٢(U١, . . . , Ud; θ

∗
٢)

c١(U١, . . . , Ud; θ∗١)

}]
(١٠)

σواریانس٢ و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای تقریبی بطور PLR آماره ی نتیجه در م کند. میل

م باشد.
√
n

[
LRn(F̃١, . . . , F̃d; θ̂٢, θ̂١)− E٠

[
log

{
c٢(U١, . . . , Ud; θ

∗
٢)

c١(U١, . . . , Ud; θ∗١)

}]]
→ N(٠, σ٢) (١١)

م کند. ایجاد را لات مش حدی توزیع حال این با

به θ∗٢ و θ∗١ چون ه بل نیست E٠
[
log

{
c٢(U١, . . . , Ud; θ

∗
٢)

c١(U١, . . . , Ud; θ∗١)

}]
مقدار فهمیدن برای هیچ راه نه تنها

به م باشد. نامعلوم PLR آماره ی حدی توزیع دارد، بستگ واقع اما نامعلوم حاشیه ای توزیع های
۴٨ (LFC) مطلوب حداقل ربندی پی اجرای با کار این و کرد حذف را مزاحم پارامتر م توان راحت

م شود. انجام
۴٧Pseudo-Likelihood Ratio
۴٨Least Favorable Configuration

٧٠



٧١ آن کاربردهای و مفصل نظریه سمینار پنجمین

م رساند. حداقل به را مطلوب معیار هر احتمال که است پارامترهایی مشخص کننده LFC کل بطور
مزاحم پارامتر LFC تحت

E٠
[
log

{
c٢(U١, . . . , Ud; θ

∗
٢)

c١(U١, . . . , Ud; θ∗١)

}]
= ٠ (١٢)

صورت به آماره  تقریبی توزیع درستنمایی، اریتم ل امیدریاض برای صفر ثابت مقدار بافرض م شود.

√
n[LRn(F̃١, . . . , F̃d; θ̂٢, θ̂١)] → N(٠, σ٢) (١٣)

به صفر فرض ،LFC کاربردن به با م شود. ساده تر

H٠ : E٠
[
log

{
c٢(U١, . . . , Ud; θ

∗
٢)

c١(U١, . . . , Ud; θ∗١)

}]
= ٠ (١۴)

نم کند. تغییر مقابل فرض ه در حالی م شود تبدیل

منحصربه فرد حدی توزیع ی صفر فرض اصلاح آزمون. آماره برای واریانس براوردگر محاسبه ی .٣
است. σ٢ ،PLR آماره ی واریانس برآوردگر ی نیازمند اینها همه و م کند تضمین را PLR آماره ی از

ساختار PLRو آماره ی نرمال سازی برای σ̂ از و محاسبه را σ̂٢ واریانس از سازگار برآوردگری منظور بدین
م شود. استفاده آزمون آماره

TN
n =

√
n

σ̂
LRn(F̃١, . . . , F̃d; θ̂٢, θ̂١) (١۵)

م باشد. LFC تحت گوس حدی توزیع دارای TN
n آزمون آماره

TN −→ N(٠,١) (١۶)

ناحیه ی که باشید داشته توجه م کند. رد α معن داری سط در باشد TN
n > Zα که زمان را صفر فرض

pمقادیر م توان به راحت نتیجه در دارد. بستگ Zα استاندارد، گوس توزیع بالای چندک به فقط رد

را داشت خواهد داده ها به را برازش بهترین که مفصل و کرد محاسبه را مفصل هر برازش به مربوط
شبیه سازی توسط روش ٣ هر در مراحل تمام که م باشد اهمیت حائز نکته این بیان م کنیم. انتخاب

است. شده انجام ١٬۵٬٢ ورژن R نرم افزار با

تحقیق دستاوردهای ۴

جدول در نامبرده مفصل های به CF روش توسط شده سازی شبیه داده های برازش به مربوط نتایج .١ . ۴ تذکر
پذیرش مورد مفصل های برازش درصد که است مشهود جدول مقادیر به توجه با م باشد. ملاحظه قابل زیر
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مفصل ها به شده شبیه سازی داده های برازش درصد :٢ جدول
ت نرمال جو کلیتون گالامبوس گمبل فرانک مفصل

١٠٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٠ فرانک

١ ٠ ٠ ٠ ١٠٠ ٠ ١٠٠ گمبل

١ ١٠٠ ٠ ٠ ١٠٠ ٠ ١٠٠ گالامبوس

٠ ٠ ٠ ١٠٠ ٠ ٠ ١٠٠ کلیتون

١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٠ ٠ جو

١٠٠ ١٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٠ نرمال

١ ١۴ ٠ ٠ ٠ ١٠٠ ١٠٠ ت

روش که نمود نتیجه گیری اینطور م توان داده اند. اختصاص خود به را بالایی درصدهای CF روش توسط
م باشد. مفصل مدل انتخاب برای مناسبی روش ،CF

قابل زیر جدول در CF روش توسط نامبرده مفصل های به واقع داده های برازش به مربوط نتایج .٢ . ۴ تذکر
و گمبل مفصل های به ها داده درصد ١٠٠ آن در که CF روش از حاصل نتایج به توجه با م باشد. ملاحظه

مفصل ها به CF روش توسط واقع داده های برازش درصد :٣ جدول
ت نرمال جو کلیتون گالامبوس گمبل فرانک مفصل

٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٠ ١٠٠ ٠ CF

پیروی گالامبوس و گمبل مفصل از واقع داده های که گرفت نتیجه م توان است خورده برازش گالامبوس

م کنند.

نتیجه گیری ۵

به نسبت CF روش رد عمل است. شده بحث آماری مفصل مدل انتخاب روش های مورد در مقاله، این در

روش رد عمل ارزیابی برای شبیه سازی مطالعات مقاله آخر بخش در است. شده بررس KL AICو روش های
،CF روش از آمده دست به نتایج به توجه با نتیجه در است. گرفته صورت آن نتایج مورد در بحث و CF
هزینه های اما م باشد برتر ر دی روش دو به نسبت CF روش که نمود برداشت اینطور م توان KL AICو

به لازم دارد. وجود KLو AIC روش های از متجاوز CF روش از استفاده برای بیشتری توجه قابل محاسبات
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از قبل تا وقت ضیق علت به و م باشد انجام دست در KL AICو روش های توسط شبیه سازی که است ذکر
شد. خواهد ارسال داوری مهلت اتمام
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مدل بندی در آن کاربرد و دم وابستگ با دومتغیره مفصل ساخت

درآمد و هزینه داده های

٢ س.م ، میرحسین ١ پ ری، عس

یزد اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه

یده چ
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مفصل توابع باشند. مفید پایین و بالا دم وابستگ با آماری مدل های آوردن دست به در م توانند مفصل

با دومتغیره مفصل ی ارائه به مقاله این در است. نادر بسیار هم زمان طور به پایین و بالا دم وابستگ با

م پردازیم. آن ویژگ های مطالعه و بررس به و پرداخته پایین و بالا دم وابستگ
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استفاده ، دم وابستگ مدل بندی اهمیت برای معمول مثال ی م کند. ایفا مهم نقش اغلب توأم دم های

است[۵]. مال قراردادهای وابستگ مدل بندی برای گوس مفصل های از

دم وابستگ [٧] مثال، عنوان به دارد. وجود دم وابستگ وهای ال مطالعه برای نیز زیادی مقالات

به [۴] و دارد ارشمیدس مفصل های دم رفتار در جامع بحث [١] م کند. بررس را بیضوی توزیع های
م پردازد. مقیاس آمیخته مدل های برای دم وهای ال بررس

در دم کامل وابستگ دارای که م دهیم ارائه جدید پارامتری دو متغیره دو مفصل مدل ی مقاله، این در

نامتقارن یا انعکاس متقارن م تواند پایین و بالا دم پارامترها، مقدار به وابسته و است پایین و بالا دم دو هر
باشد. انعکاس

.[۶] است F١ اپل هندس فوق وتابع ٢F١ گاوس هندس فوق تابع اساس بر محاسبات اکثر علاوه براین

کل حالت در متغیره دو توزیع ساخت ٢

باشند. نامنف تصادف متغیرهای هم و Hi
ind∼ R ،R ∼ G(r) ،H٢ ∼ F٢(h٢) ،H١ ∼ F١(h١) کنید فرض

بود: خواهد زیر صورت به (X١, X٢) توأم توزیع تابع ،X٢ = RH٢ و X١ = RH١ کنید فرض هم چنین

H(x١, x٢) = P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢)

= P (RH١ ≤ x١, RH٢ ≤ x٢)

=

∫ ∞

٠
P (RH١ ≤ x١, RH٢ ≤ x٢ | R = r)dG(r) (١)

=

∫ ∞

٠
P (H١ ≤ x١/r,H٢ ≤ x٢/r)dG(r)

=

∫ ∞

٠
P (H١ ≤ x١/r)P (H٢ ≤ x٢/r)dG(r)

= EG[F١(x١/R)F٢(x٢/R)].

با: برابرند X٢ و X١ حاشیه ای توزیع توابع و

H١(x١) = EG[F١(x١/R)]

H٢(x٢) = EG[F٢(x٢/R)].

م شود. بیان توزیع این وابستگ ویژگ های از برخ ادامه در

٧۵



٧۶ س.م. ، میرحسین پ.، ری، عس

آن گاه ،G١(r) > G٢(r) یعن ،R١
s.t
≤ R٢ اگر .٢ . ١ قضيه

HG١(x١, x٢) ≥ HG٢(x١, x٢).

که آنجا از برهان.

H(x١, x٢) = EG[F١(x١/R)F٢(x٢/R)],

داریم قضیه فرض به توجه با

G١(r) > G٢(r),

معادل طور به یا

Ḡ١(r) ≤ Ḡ٢(r).

∫بنابراین ∞

٠
F١(x١/r)F٢(x٢/r)dG١(r) >

∫ ∞

٠
F١(x١/r)F٢(x٢/r)dG٢(r),

نتیجه در

HG١(x١, x٢) ≥ HG٢(x١, x٢).

باشند X از توابع ψ٢ و ψ١ و تصادف متغیر ی X کنید فرض .٢ . ١ لم

.Cov(ψ١(X), ψ٢(X)) ≥ ٠ آن گاه باشند، نزول دو هر یا صعودی دو هر ψ٢ و ψ١ اگر الف)
.Cov(ψ١(X), ψ٢(X)) ≤ ٠ آن گاه باشد، (صعودی) نزول ψ٢ و ( (نزول صعودی ψ١ اگر ب)

ببینید. را ٢٣ صفحه ٢٬١ لم [٣] مرج برهان.

است. PQD ،(X١, X٢) آن گاه کند، پیروی H(x١, x٢) توأم توزیع تابع از (X١, X٢) اگر .٢ . ٢ قضيه

که آنجا از برهان.

H(x١, x٢) = EG[F١(x١/R)F٢(x٢/R)],

H١(x١) = EG[F١(x١/R)] = EG(ψ١(R)),

H٢(x٢) = EG[F٢(x٢/R)] = EG(ψ٢(R)),
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داریم هستند، نزول r به نسبت دو هر ψ٢(.) و ψ١(.) توابع و .ψ١(R) = Fi(xi/R), i = ١,٢ آن در که

Cov(ψ١(R), ψ٢(R)) ≥ ٠,

نتیجه در
Cov(F١(x١/R), F٢(x٢/R)) ≥ ٠.

معادل طور به یا
EG[F١(x١/R)F٢(x٢/R)] ≥ EG[F١(x١/R)]EG[F٢(x٢/R)],

نتیجه در

HG(x١, x٢) ≥ H١(x١)H٢(x٢).

است: زیر صورت به متناظر مفصل ،(١) توزیع تابع با (X١, X٢) بردار برای .٢ . ١ تذکر

CH(u, v) = H(H−١
١ (u),H−١

٢ (v)).

خاص حالت ٣

کند: صدق زیر مفروضات در (X١, X٢) دومتغیره تصادف بردار کنید فرض خاص، حالت برای

مستقلند. هم از Hiها و R متغیرهای که Xi = RHi, i = ١,٢ (١

باشد زیر ال چ تابع با BetaPrime(α, β) توزیع دارای R (٢

fR(r) = [Beta(α, β)]−١rα−١)١ + r)−α−β r, α, β > ٠,

است. بتا تابع Beta(α, β) و توزیع ل ش پارامترهای α, β > ٠ که

.fHi(h) = (١ + h)−٢, h ≥ ٠ ؛ یعن ،Hi ∼ Pareto(١), i = ١,٢ (٣

م شود گفته و م دهیم نشان M با را کند صدق (٣) تا (١) مفروضات در که تصادف بردار هر توزیع کلاس

.(X١, X٢) ∈ M(α, β)

C(u, v) = صورت به دومتغیره مفصل ی کند صدق (٣) تا (١) فرض در که (X١, X٢) تصادف بردار ی با

با و محاسبه شبیه سازی، در نیاز مورد اساس کمیت های ادامه در م شود. ساخته FX١,X٢(F
−١
X١

(u), F−١
X٢

(v))

م شود. داده برازش مدل پیشنهادی مفصل
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به کند، صدق (٣) تا (١) فرض در که Xi, i = ١,٢ تصادف متغیر توزیع تابع و ال چ تابع .٣ . ١ قضيه

هستند: زیر صورت

FXi(x) = ١ − α

α+ β
٢F١)١, β, α+ β + ١,١ − x), x > ٠ (٢)

fXi(x) = ١ − αβ

(α+ β)(α+ β + ٢(١F٢)١, β + ١, α+ β + ٢,١ − x), x > ٠ (٣)

است. گاوس هندس فوق تابع ٢F١ که

برای کند، صدق (٣) تا (١) فرض در که (X١, X٢) بردار توأم ال چ تابع و توأم توزیع تابع .٣ . ٢ قضيه

است: زیر صورت به x١, x٢ > ٠

(۴)
FX١,X٢(x١, x٢) = FX١(x١) +FX٢(x٢)− ١+

α(α+ ١)
(α+ β)(α+ β + ١)

F١(β,١,١, α+ β + ٢,١− x١,١− x٢),

fX١,X٢(x١, x٢) =
αβ(α+ ١)(β + ١)

(α+ β) · · · (α+ β + ٣)
F١(β + ٢,٢,٢, α+ β + ۴,١ − x١,١ − x٢), (۵)

است. اپل هندس فوق تابع F١ که

است: زیر صورت به (X١, X٢) بردار توأم بقا تابع .٣ . ١ تذکر

F̄X١,X٢(x١, x٢) =
α(α+ ١)

(α+ β)(α+ β + ١)
F١(β,١,١, α+ β + ٢,١ − x١,١ − x٢). (۶)

فرم به شده تولید مفصل ال چ تابع و توزیع تابع ، (X١, X٢) برای قبل فرمول های به توجه با .٣ . ٢ تذکر
هستند توزیع هم X٢ و X١ متغیر دو که است ذکر شایان است. زیر

C(u, v) = P [X١ ≤ F−١
X١

(u), X٢ ≤ F−١
X٢

(v)], (٧)

c(u, v) = fX١,X٢(F
−١
X١

(u), F−١
X٢

(v))/[fX١(F
−١
X١

(u))fX٢(F
−١
X٢

(v))]. (٨)

را کندال τ و اسپیرمن ρ مانند کل وابستگ معیارهای و دم وابستگ پارامترهای ، دم مرتبه بخش، این در
م آوریم. دست به پیشنهادی مفصل مدل برای
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kU = max{min(٢, β),١} بالا دم مرتبه دارای (X١, X٢) ∈ M(α, β) بردار توسط تولیدی مفصل .٣ . ٣ قضيه
پایین دم وابستگ پارامتر آن گاه ،٠ < α ≤ ١ اگر است. kL = max{min(٢, α),١} پایین دم مرتبه و

باشد، α = β اگر است. λU = ١ − β بالا دم وابستگ پارامتر آن گاه ،٠ < β ≤ ١ اگر است. λL = ١ − α

است. شعاع تقارن ویژگ دارای مفصل

م شود. کنترل β و α پارامترهای توسط پایین و بالا دم وابستگ ،(٣ . ٣) قضیه به توجه با .٣ . ٣ تذکر

با است برابر (X١, X٢) ∈ M(α, β) بردار ρ‐اسپیرمن .۴ . ٣ قضيه

ρ = ١٢
∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
W (x١, x٢)dx١dx٢ − ٣ (٩)

آن در که

W (x١, x٢) = F١(β,١,١, α+ β + ٢,١ − x١,١ − x٢(٢F٢)١, β + ١, α+ β + ٢,١ − x١) (١٠)

× ٢F٢)١, β + ١, α+ β + ٢,١ − x٢). (١١)

با است برابر (X١, X٢) ∈ M(α, β) بردار ‐کندال τ .۵ . ٣ قضيه

τ =
۴

[Beta(α, β)]٢

∫ ١

٠

∫ ١

٠
(
ξ ln[ξ] + ١ − ξ

١ − ٢ξ + ξ٢ )١)]٢ − x)(١ − y)]α−١[xy]β−١dxdy − ١ (١٢)

آن در که

ξ := [y(١ − x)]/[x(١ − y)]. (١٣)

واقع داده تحلیل ۴

خانوار درآمد و هزینه داده های ١ . ۴

آمار مرکز از که ایران خانوار ١٩٣٨١ تعداد ١٣٩۴ سال درآمد و هزینه داده های مدل، کارایی بررس برای
٢ و ١ ل ش در شده نواخت ی رتبه های و داده ها پراکنش نمودار است. شده گرفته نظر در شده، اتخاذ ایران

هستند. پایین و بالا دم وابستگ دارای داده ها م شود دیده که همانطور است. شده داده نمایش
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خانوار درآمد و هزینه داده های :١ ل ش

اساس بر م شود ملاحظه که همانطور است. آمده ١ جدول در مختلف مفصل های برازش به مربوط نتایج

است. مناسب تر GGEE مدل AIC معیار

خانوار درآمد و هزینه داده های به مختلف مفصل های برازش نتایج :١ جدول
AIC درستنمایی اریتم ل معیار انحراف درستنمایی ماکسیمم برآورد مفصل

−١۵٠٢٢٫١۴ ٧۵١٢٫٠٧ se(α̂) = ٠٫٠٢ α̂ = ٢٫۶٧ جو
−١۵١٧١٫٨ ٧۵٨۶٫٩ se(α̂) = ٠٫٠٢ α̂ = ١٫٨۶ شده بازتاب کلایتون
−١٢۵٠۴ ۶٢۵٣ se(α̂) = ٠٫٠١ α̂ = ١٫۶٢ هاسلر‐ریس

−١۶٩٠۴٫٩۶ ٨۴۵۴٫۴٨ se(α̂) = ٠٫٠۴, se(β̂) = ٠٫٠۵ α̂ = ١, β̂ = ٢٫١٧ BB۶

−١۶٩٠٧٫۶ ٨۴۵۴٫٨ se(α̂) = ٠٫٠١ α̂ = ٢٫١٧ گمبل
−١٣٩۴٨ ۶٩٧٩ se(α̂) = ٠٫٠١, se(β̂) = ٠٫١٣ α̂ = ٠٫٨۴, β̂ = ٢٫٩٢ مقدار t‐فرین

−١٣۵٢٢ ۶٧۶٢ se(α̂) = ٠٫٠١ α̂ = ١٫٢٧ گالامبوس
−٢٣٩٣٩٫۶۶ ١١٩٧١٫٨٣ se(α̂) = ٠٫٠۶, se(β̂) = ٠٫٠٣ α̂ = ٠٫١, β̂ = ٠٫۶٢ GGEE
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خانوار درآمد و هزینه شده نواخت ی رتبه های :٢ ل ش
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بعدی دو براون حرکت ساخت برای مفصل هایی

٢ م.ص ، زمان ٢ ع ، دولت ١ ف بی مرادی،

یزد اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه

یده چ

در که است مال و اقتصادی متغیرهای تصادف نوسانات عنوان به ، براون حرکت کاربردهای از ی

دیفرانسیل معادلات از دستگاه ی متغیرهای نوسانات م شوند. مدل بندی تصادف دیفرانسیل معادلات قالب

چند براون حرکت مطالعه در م شود. بیان براون حرکت های از بعدی چند بردار ی قالب در نیز تصادف

است لازم و نیست استفاده قابل عمل در فرض این هستند. مستقل هم از مؤلفه ها که م شود فرض بعدی

مفصل توابع از استفاده با بعدی دو براون حرکت ساخت به مقاله این در شود. گرفته نظر در مؤلفه ها وابستگ

م شود. پرداخته

. گاوس ، وابستگ مفصل، ، براون حرکت کلیدی: کلمات

١ beykmorady@gmail.com
٢adolati@yazd.ac.ir
٢zamani@yazd.ac.ir
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مقدمه ١

اگر است استاندارد براون حرکت ی {Bt : t ⩾ ٠} تصادف فرایند
،B٠ = ٠ ی احتمال با الف)

، Bt −Bs ∼ N(٠, t− s) s < t هر برای ب)
ر دی ی از Btn − Btn−١ , · · · , Bt٢ − Bt١ , Bt١ یعن فرایند، نموهای ٠ ⩽ t١ ⩽ t٢ ⩽ · · · ⩽ tn هر برای ج)

باشند، مستقل

.[٣] باشند. پیوسته Bt مسیر های تمام ی احتمال با د)

زوج باشند. (Ω,F , P ) احتمال فضای ی روی استاندارد براون حرکت دو ٢ و B١
t کنید فرض t > ٠ برای

م شود گفته بعدی دو براون حرکت آن به که است R٢ در مقادیری با تصادف بردار ی Bt =
(
B١

t , B
٢
t )
)

.[۴]
بعدی ی براون حرکت مشابه {Bt := (B١

t , B
٢
t ) : t ⩾ ٠} بعدی دو براون حرکت که دید توان م سادگ به

م شوند فرض مستقل مؤلفه ها بعدی دو براون حرکت در هست. نیز مارتینگل ی و دارد را مارکف ویژگ

که م شویم مواجه حالت هایی با کاربردی مسائل بیشتر در نیست. مدل سازی برای مناسبی فرض عمل در که
نیستند. مستقل که م شوند توصیف براون حرکت دو با

برق قیمت Xt کنید فرض است. معاملات ریس کاهش و قیمت گذاری انرژی، بازار در مهم مسائل از ی

١ مصرف با برق واحد ١ تولید هزینه H و t > ٠ زمان در نیرو گاه مصرف سوخت قیمت Yt ،t > ٠ زمان در
م توان max{Xt−HYt−K,٠} با را نیرو گاه درآمد م شود. گفته گرمایی ضریب آن به که باشد سوخت واحد

لازم نیرو گاه این در آمد احتمال رفتار مطالعه برای است. ثابت هزینه نشان دهنده K آن در که کرد مدل بندی
وابستگ برای مدل بایست نیستند، مستقل Yt و Xt که آنجا از شود. مدل بندی Yt و Xt توأم توزیع که است

،x ⩾ ٠ هر برای P (Xt −HYt ⩾ x) بایست باشد سود ده نیرو گاه این اینکه برای شود. گرفته نظر در آنها بین

Yt = σ٢B
٢
t و Xt = σ١B

١
t صورت به B٢

t و B١
t براون حرکت دو با Yt و Xt کنید فرض باشد. ١

٢ حداقل
(نرمال) گاوس را وابستگ اگر باشد. ρ ثابت مقدار برابر B٢

t و B١
t همبستگ ضریب و باشد شده مدل بندی

x ∈ R هر برای آن، تقارن به توجه با صورت این در ،(B١
t , B

٢
t ) ∼ N٠,٠)٢, t, t, ρ) یعن کنیم فرض متغیره دو

داریم،

P (Xt −HYt ⩾ x) = P (Xt −HYt ⩽ −x).
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داشت، خواهیم x ⩾ ٠ برای نتیجه در

P (Xt −HYt ⩾ x) ⩽ ١
٢
.

چند هر نمود، مدل سازی را نیروگاه این سود نم توان متغیره دو گاوس وابستگ گرفتن نظر در با بنابراین
از استفاده ل مش این حل برای راه ی است. بیان قابل گاوس توزیع با Yt و Xt متغیر دو هر حاشیه ای توزیع

باشد. نا متقارن Xt −HYt سود کمیت دهد اجازه که است متغیره دو گاوس جز به ری دی وابستگ ساختار
از استفاده با مقاله این در هستند. تصادف متغیرهای بین وابستگ مدل سازی در مفیدی ابزار مفصل توابع
برای نیز مفصل هر البته م شود. پرداخته بعدی دو براون حرکت مطالعه به وابستگ ساختار عنوان به مفصل

نیست. استفاده قابل براون حرکت دو مدل سازی

گاوس وابستگ ساختار ٢

دنباله هر ازای به اگر م شود نامیده (نرمال) گاوس {Xt : t ⩾ ٠} مقدار حقیق تصادف فرایند
باشد. متغیره چند نرمال توزیع دارای (Xt١ , Xt٢ , · · · , Xtn) تصادف بردار ،٠ ⩽ t١ < t٢ < · · · < tn

تابع j = ١,٢ ،Fj,t(x) كنید فرض م کنیم. بررس را t ⩾ ٠ ،(B١
t , B

٢
t )
) بردار بودن گاوس ویژگ ادامه در

صورت به م توان را B٢
t و B١

t توأم توزیع تابع لار اس قضیه به بنا باشد. i = ١,٢ ،Bi
t توزیع

Ht(x, y) = Ct

(
F١,t(x), F٢,t(y)

)
,

توأم ال چ تابع با

ht(x, y) = f١,t(x)f٢,t(y)ct
(
F١,t(x), F٢,t(y)

)
, (١)

،fi,t و Fi,t توزیع توابع ذاری جای با است. مفصل ال چ تابع ct(u, v) =
∂٢

∂u∂v
Ct(u, v) آن در که نوشت،

داشت خواهیم (١) در i = ١,٢

ht(x, y) =
١

٢πt
e−

x٢+y٢
٢t ct

(
Φ(

x√
t
),Φ(

y√
t
)
)
. (٢)

ct(u, v) = ١ اگر فقط و اگر است توأم متغیره دو نرمال توزیع دارای (
B١

t , B
٢
t

) بردار ،t > ٠ برای .٢ . ١ قضيه
باشند. مستقل هم از B٢

t و B١
t یعن باشد Ct(u, v) = uv معادل طور به یا

م پردازیم. گاوس غیر وابستگ ساختار با بعدی دو براون حرکت به بعدی بخش در
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گاوس غیر وابستگ ساختار ٣

،M(u, v) = min{u, v} که طوری به باشد M با برابر t ⩾ ٠ برای Ct مفصل کنید فرض .٣ . ١ مثال
بنابراین، .u, v ∈ [٠,١]

Ht(x, y) =
١√
٢πt

min{
∫ x

−∞
exp

(
− v٢/(٢t)

)
du,

∫ y

−∞
exp

(
− u٢/(٢t)

)
dv} (٣)

= Φ(
min{x, y}√

t
).

داشت، خواهیم ساده محاسبات انجام با

∂٢Ht(x, y)

∂x∂y
= ٠ a.s. (۴)

آن حاشیه ای هرچند باشد متغیره دو گاوس توزیع ی نم تواند نتیجه در و نیست مطلق پیوسته Ht بنابراین

است. براون حرکت

باشد زیر صورت به t ⩾ ٠ برای Ct مفصل کنید فرض .٣ . ٢ مثال

W (u, v) = max{u+ v − ١,٠},

بود خواهد زیر ل ش به براون حرکت حاشیه ای های با توزیع تابع ی آنگاه

Ht(x, y) = max{Φ( x√
t
) + Φ(

y√
t
)− ١,٠},

باشد. گاوس نم تواند و است ∂
٢Ht(x, y)

∂x∂y
= ٠, a.s نیز متغیره دو توزیع این برای

بعدی دو براون حرکت برای پذیرش قابل مفصل ۴

پایین و بالا کران های توسط شده تکمیل گاوس مفصل مجموعه ی و C با مفصل ها مجموعه ی کنید فرض
ρ = −١ و ρ = ١ حد با متناظر W (u, v) = max {u+ v − ١,٠ } و M(u, v) = min {u, v } فرشه−هافدینگ

با گاوس مفصل CG,ρ که CG = {C ∈ C : ∃ρ ∈ (−١,١), C = CG,ρ }∪ {M,W } شود. داده نشان CG با
بنابراین، است. ρ پارامتر

CG,ρ(u, v) = Φρ(Φ
−١(u),Φ−١(v)),

است ρ همبستگ ضریب با دو متغیره نرمال توزیع Φρ و استاندارد نرمال توزیع Φ که

Φρ(x, y) =

∫ y

−∞

∫ x

−∞

١
٢π

√
١ − ρ٢

e
− ١

٢(١−ρ٢)
(u٢+v٢−٢ρuv)

du dv.
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{X(i)
t : t ⩾ ١{٠⩽i⩽n مقدار حقیق مارکوف فرایند n برای Ct مفصل های از {Ct : t ⩾ ٠} گردایه  گوئیم

{Z(i)
t : t ⩾ ١{٠⩽i⩽m بعدی m مارکوف فرایند اگر است پذیرفتن ،(Ω,F ,P) احتمال فضای روی شده تعریف

که طوری به باشد موجود (Ω,F ,P) احتمال فضای روی
ℓ(Zi

t) = ℓ(Xi
t),١ ≤ i ≤ n,

Zi
٠ = Xi

٠,١ ≤ i ≤ n,

.[١] باشد Ct برابر آن مفصل و

چارچوب به را CG م توان م شود. داده نشان CB با براون حرکت های برای پذیرفتن مفصل های مجموعه ی
تعریف با داد تعمیم پویا

Cd
G =

{
(Ct)t≥٠ : ∀t ∈ R+, Ct ∈ CG }∩CB ,

نیست. مشخص بودن، پذیرفتن مفصل برای Ct روی نیاز مورد شرایط زیرا است، لازم CB با گرفتن اشتراک
مفصل مجموعه ی .{(Ct)t⩾٠ : ∃ρ ∈ (−١,١), ∀t ∈ R+ Ct = CG,ρ }⊂ CB زیرا نیست، ته اشتراک این

نم شود. محدود گاوس مفصل به براون حرکت های مجاز
حرکت انعکاس چون م شود. ارائه بعدی دو براون حرکت برای پذیرفتن مفصل های از خانواده دو ادامه در
برای خوبی کاندیدای آن یافته انعکاس و براون حرکت بین مفصل است، براون حرکت ی مجددا ، براون

است. CB به بودن متعلق
B = کنید فرض همچنین و یرید ب نظر در را (Ft)t⩾٠ فیلتر با (Ω,F , (Ft)t⩾٠,P) شده فیلتر احتمال فضای
با h ∈ R ،x = h روی B براون حرکت انعکاس باشد. (Ft)t⩾٠ فیلتر به نسبت براون حرکت {Bt : t ⩾ ٠}

،B̃h
t = −Bt + ٢(Bt −Bτh)It⩾τh که داده م شود نشان B̃h

.τh = inf {t ⩾ ٠ : Bt = h }

براون مفصل و داده نشان (Cref,h
t )t⩾٠ با که را (B, B̃h) مفصل باشد. h > ٠ کنید فرض .١ . ۴ قضيه

م آید دست به زیر صورت به م شود نامیده انعکاس یافته

Cref,h
t (u, v) =


v Φ−١(u)− Φ−١(v) ⩾ ٢h√

t
,

W (u, v) + Φ(Φ−١(M(u,١ − v))− ٢h√
t
) Φ−١(u)− Φ−١(v) < ٢h√

t
,

(۵)

.(Cref,h
t )t⩾٠ ∈ CB که

است. زیر صورت به قبل قضیه در انعکاس یافته براون مفصل از تعمیمیی
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تابع .ρ ∈ (٠,١) و h > ٠ کنید فرض .٢ . ۴ قضيه

Ct(u, v) =


Φρ(Φ

−١(u),Φ−١(v) + ٢ρh√
t
) + v − Φ(Φ−١(v) + ٢ρh√

t
) u ⩾ Φ( h√

t
)

Φ−ρ(Φ
−١(u),Φ−١(v)) + Φρ(Φ

−١(u)− ٢h√
t
,Φ−١)١ − v)− ٢ρh√

t
)+

Φρ(Φ
−١(u)− ٢h√

t
,Φ−١(v))− Φ(Φ−١(u)− ٢h√

t
) u < Φ( h√

t
)

است. CB به متعلق مفصل ی

.Ct(u, v) ̸= Ct(v, u) داریم: t > ٠ و u, v ∈ [٠,١] از مقادیری برای که معنا این به است نامتقارن مفصل این
که حالت .ρ < ٠ منف وابستگ و ρ > ٠ مثبت وابستگ است: همبستگ از حالت دو شامل مفصل این

است. CB به متعلق که م شود استقلال مفصل به تبدیل قبل قضیه در شده تعریف مفصل است، ρ = ٠

است. CB به متعلق که م دهد ارائه (B, B̃ξ) برای ری دی مفصل زیر قضیه

تابع صورت این در باشد. F̄ ξ بقا تابع و fξ ال چ با مثبت تصادف متغیر ξ کنید فرض .٣ . ۴ قضيه

Cξ
t (u, v) = v −

∫ Φ−١(M(١−u,v))

−∞

e
−w٢

٢
√

٢π
F̄ ξ(

√
t

٢
(Φ−١(M(u,١ − v))− w) dw

است. CB به متعلق مفصل ی

صورت این در .h ∈ R که باشد Y d
= h+X و λ پارامتر با نمایی تصادف متغیر X کنید فرض .١ . ۴ مثال

F̄ ξ(x) =


١ x ⩽ h

e−λ(x−h) x > h.

داریم، ٣٬۴ قضیه در تابع این دادن قرار با

Ch,λ
t (u, v) =W (u, v) + min

[
Φ(Φ−١(M(١ − u, v))− ٢h√

t
),M(u,١ − v)

]
−Φ

(
min[Φ−١(M(١ − u, v))− ٢h√

t
,Φ−١(M(u,١ − v))]− λ

√
t

٢

)
eλh+

λ٢t
۴ +λ

√
t

٢ Φ−١(M(u,١−v))

است. CB به متعلق مفصل ی که

قرار استفاده مورد یافته تعمیم بعدی دو براون حرکت ساخت برای همزمان طور به م توانند بالا مفصل های
گیرند.
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مبنای بر SEPI شاخص از استفاده با سال خش متغیرۀ دو تحلیل

مفصل توابع

۴ ح رضایی پژند، ٣ ب قهرمان، ٢ ک داوری، ١ ر ، وحدت

مشهد فردوس اه دانش کشاورزی، ده دانش آب، مهندس و علوم گروه ١,٢,٣

مشهد واحد اسلام آزاد اه دانش ، مهندس ده دانش عمران، مهندس گروه ۴

یده چ

و برنامه ریزی سیستم های و هیدرولوژی ، شناس اقلیم و هوا مهم نیازهای از ی سال خش آماری تحلیل

تجزیه و شناخت که برد نام را مدت و شدت م توان سال خش مهم مشخصه های از م باشد. آب منابع مدیریت

دو این که آنجا از م شود. سال خش بهتر شناخت و درک باعث آماری، روش های از استفاده با آنها تحلیل و

هدف م سازد. نمایان را بهتری نتایج آنها توأم تحلیل لذا م باشند، ر دی ی با بالایی همبستگ دارای مولفه

تحليل براي مدت و شدت دومتغيره آماري توزيع ساخت براي دوبعدي مفصل توابع از استفاده مقاله این از

و صحيح تدوين در كه م باشد توأم بازگشت دوره و وقوع احتمال جمله از سال خش احتمالات خصوصيات

با سال خش مدت و شدت منظور بدین شود. واق موثر بسيار م تواند سال خش با مقابله طرح هاي كارآمد

برآورد ٢٠١٧ -١٨٩٣ آماری دوره در مشهد شهر ماهیانه بارش سری برای SPEI سال خش شاخص  از استفاده
١ rvahdati@um.ac.ir
٢k.davary@gmail.com
٣

۴
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٩٠ ح. رضایی پژند، ب.، قهرمان، ک.، داوری، ر.، ، وحدت

بررس و مطالعه مورد سال خش توأم بازگشت دوره و وقوع احتمال مفصل، توابع از استفاده با سپس و شده

گرفت. قرار

دو تحلیل درست نمایی، حداکثر روش ،SPEI شاخص ، هواشناس سال خش مفصل، توابع کلیدی: کلمات

متغیره.

پیش گفتار ١

تفاوت های به بسته آن تعاریف و مشخصات ول است اقلیم از شونده تکرار و طبیع پدیده ی سال خش
ر دی منطقه به منطقه ی از مختلف، نقاط در شده اتخاذ راهبردهای و موجود نظام های و نیازها ، اقلیم
حاصل كل در پدیده این ن لی شده ارائه سال خش برای متفاوت تعاریف گرچه .[٣] است متفاوت کاملا
این که باشد م وسیع منطقه ای در و بیشتر یا فصل یك معمولا زمان ممتد دوره یك ط در بارش كمبود
صورت تحقیقات در شود[۴]. ( طبیع حالت به (نسبت آب به دسترس شدید کاهش به منجر تصادف شرایط
اطلاعات وجود آن ازدلایل که است هواشناس سال خش بر تمرکز بیشترین سال ها، خش ارزیابی در گرفته
خسارات بار اولین برای م باشد[۵]. است، سال خش اصل عامل بارش اینکه تفکر همچنین و وسیع تر
٣٠٠٠٠ از بیش آماری دوره این طول در شدند. بررس ٢٠١۵ تا ١٩٠٠ سال از طبیع بلایای از ناش
داشته اند پی در دلار تریلیون ٧ بر بال خسارت که شدند تفکی جهان سط در اقتصادی خسارت رخداد
نیز ایران در سال خش بوده است[۶]. جهان سط در داده رخ سال های خش دلیل به خسارت این ١٢٪ و
از نقطه ای سال ها اغلب در پیوسته و نبوده امان در پدیده این از کشور از نقطه ای هیچ که است گونه ی به
علت به کشور، شرق جنوب و مرکزی،جنوب قسمت های میان، این در است. بوده مواجه پدیده این با کشور
و بررس بنابراین دارند. قرار بیشتری آسیب معرض در مختلف، سال های در بارندگ مقادیر زیاد نواسانات
به وارده خسارات و سال خش اثرات کاهش باعث خود آنها، پیش بین و خش و مرطوب دوره های شناخت
انتظار مورد فراوان شناخت مستلزم ، سال خش مناسب مدیریت شد[١]. خواهد منطقه مردم و زیست محیط
عنصر ی ، سال خش ویژگ های شناخت بنابراین است[٧]. هوایی و آب خاص شرایط وقوع احتمال یا
به م توان زمینه این در موجود روش های جمله از است[٨]. سال خش ریز مدیریت برنامه های در ضروری
از تنها نم توان سال خش پایش برای کرد. اشاره سال خش متغیره ی دو تحلیل و متغیره تک تحلیل روش
خوبی به را منطقه شرایط تواند نم مشخصه ی اساس بر سال خش پایش که چرا کرد استفاده مشخصه ی
دومتغیره توزیع هاي نمود[٢]. استفاده چندمتغیره یا دو هاي توزیع از م توان ل مش این حل براي دهد. نشان
و [١١] گاما ،[١٠] نمایی نرمال[٩]، توزیع شامل که رفته اند ار ب سیلاب تحلیل در بیشتر معمول بطور
آماري توزيع از استفاده ذكرشده، دومتغيره هاي توزيع اساس هاي ضعف از ي م باشند. [١٢] حدی
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همبسته متغير دو نم توان روش ها اين از استفاده با كه معن اين به م باشد، موردنظر متغير دو براي سان ي
[١٣]بنابراین، [٢] كرد. مدل را م كنند پيروي نمايي) ري دي و نرمال ي (مثلا مختلف توزيع هاي از كه
از اغلب سال خش مدت و شدت زیرا باشند، نم مناسب ها سال خش تحلیل براي چندمتغیره توزیع هاي
افزايش نتیجه در متغیره چند توزیع ریاض روابط پیچیدگ با همچنین م کنند. تبعیت متفاوت توزیع هاي
رفتار بررس براي [١۴] [١٣] نم باشد. ان پذير ام توأم و حاشیه ای توزيع های رفتار تشخیص متغیرها، تعداد

هیدرولوژی کاربردهاي براي مفید ریاضیات ابزار ی عنوان به مفصل١ توابع اخیراً وابسته، متغیرهاي آماري
ایجاد برای [١۶] (١٩۵٩) لار اس توسط ابتدا که مفصل توابع [١۵] [١٣] گرفته اند قرار استفاده مورد
براي را متفاوت خانواده هاي از متغيره يك توزيع چند تركيب ان ام گردید، معرف متغیره چند توزیع های
سالوردی و له دمی م آورد. به وجود متغيرها بين همبستگ گرفتن نظر در با متغيره چند توزيع يك ساخت
توصیف دومتغیره مدل ی ایجاد برای هیدرولوژی مطالعات در را توابع این بار نخستین [١٧] (٢٠٠٣)
، سال خش سیلاب، مانند پديده ها ساير در ر دی ران پژوهش آن از پس بردند. به کار رگبار ومدت شدت کننده
توزيع پژوهش در [١٣] (٢٠٠۶) شیائو نمودند. استفاده گسترده بطور مفصل توابع از ... و زيرزمین آب
تايوان جنوب در واق وشانتو در ( سال خش بزرگ و (مدت سال خش خصوصيات متغيره دو توأم احتمال
برای او واق در داد. قرار ارزیابی مورد مفصل توابع تئوری و شده استاندارد بارش شاخص از استفاده با را
احتمال های منحن رسم با و داد برازش سال خش سخت و مدت متغیرهای بر را مفصل توابع بار اولین
توابع اساس بر ها سال خش متغیره دو سازی مدل های مزیت درباره توأم، بازگشت دوره های منحن و توأم
مفصل توابع تكنيك بالا بسيار قابليت و توانايي به زمینه این در شده انجام مطالعات كليه کرد. بحث مفصل
مقاله این از هدف دارند. تاكيد متغيره چند يا دو به صورت سال خش همبسته خصوصيات سازي مدل در
خصوصيات تحليل براي مدت و شدت دومتغيره آماري توزيع ساخت براي دوبعدي مفصل توابع از استفاده
دو احتمالات تحليل م باشد. توأم بازگشت دوره و وقوع احتمال جمله از مشهد، دشت سال خش احتمالات
موثر بسيار م تواند سال خش با مقابله طرح هاي كارآمد و صحيح تدوين در سال خش مدت و شدت متغير

باشد.

SPEI شده استاندارد تعرق و تبخیر بارش‐ شاخص ٢

با ابتدا شاخص این برآورد جهت است. شده استفاده ٢SPEI شاخص از سال خش تعیین جهت تحقیق دراین
پتانسیل تعرق و تبخیر و (P) بارش بین اختلاف وایت، تورنت روش از پتانسیل تعرق و تبخیر مقدار برآورد

١Copula Functions
٢Standardized Precipitation Evapotranspiration Index
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استاندارد، نرمال تابع به تجمع احتمال مقادیر تبدیل با درنهایت م آید. بدست ماه هر برای ٣(PET)
وینسنته در SPEI برآورد شیوه و محاسبات کامل شرح آورد[١٨]. بدست را SPEI شاخص مقادیر م توان

م شود. یافت [١٨](٢٠١٠) سرانو

SPEI شاخص براساس سال خش شدت بندی طبقه :١ جدول
SPEI مقادیر طبقه بندی

بیشتر یا ٢ شدید خیل ترسال

١٬٩٩ تا ١٬۵ شدید ترسال
١٬۴٩ تا ١ متوسط ترسال

تا٠٬٩٩‐ ٠٬٩٩ نرمال

‐١٬۴٩ تا ‐١ متوسط سال خش
‐١٬٩٩ تا ‐١٬۵ شدید سال خش

کمتر یا ‐٢ شدید خیل سال خش

سال خش مشخصات ٣

هستند. شدن کم و اندازه گیری قابل ، سال خش شاخص های بوسیله سال خش مدت و شدت مشخصه های
که آید م بدست (١) رابطه از تجمع صورت به سال خش شدت مقدار نظر، مورد شاخص های برآورد با
معرف S و م شود تعریف سال مستمرخش وقوع مدت زمان به صورت که سال خش مدت معرف D آن در

.[١٣] باشد م آن بودن منف زمان در سال خش شاخص Index و سال خش شدت

S = −
D∑
i=١

Index (١)

سال خش متغیره تک توزیع ۴

شاخص از شده برآورد سال خش مدت و شدت های متغیر بر مناسب توزیع تابع یافتن منظور به تحقیق این در
و لوجیستی دوپارامتری، نرمال لوگ گامبل، ویبول، نمایی، دوپارامتری، گاما توزیع تابع هفت از SPEI

سال خش مدت و شدت متغیر حاشيه اي توزيع بهترين انتخاب و برازش براي یافته تعمیم حدی مقادیر
٣ Potential Evapotranspiration
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دو هر برای ،SPEI شاخص از حاصل مدت و شدت بر یافته برازش مناسب توزیع تابع است. شده استفاده
م آید. بدست (٢) رابطه از آن احتمال ال چ تابع که داده شد تشخیص یافته تعمیم حدی مقادیر متغیر،
برآورد درست نمایی۴ حداکثر روش توسط µ ل ش و σ مقیاس ،k موقعیت شامل حاشیه ای توابع پارامتر های

گردیدند.

f(x) =


١
σ exp (−(١ + kz)−

١
k )(١ + kz)−١− ١

k K = ٠

z = x−µ
σ

١
σ exp (−z − exp z) K ̸= ٠

(٢)

مفصل توابع ۵

یل تش برای را متغیره تک توزیع توابع شدند، تعریف (١٩۵٩) لار اس تئوری براساس که مفصل توابع
توابع دارای که وابسته متغیر دو از استفاده با تحلیل م دهند[١٣]. پیوند هم به متغیره چند توزیع توابع
توابع ارگیری ب مزایای از متغیره، دو توزیع تابع ی از استفاده با تحلیل جای به هستند مجزا حاشیه ای
مدت و شدت مانند وابسته تصادف متغیر دو D و S اینکه فرض با لار اس قضیه طبق م باشد[١٩]. مفصل
دو مفصل تابع آنگاه باشند FD(d) و FS(s) ای حاشیه توزیع توابع و FD,S متغیره دو توزیع تابع با سال خش
حاشیه تابع FC(c) و مدت ای حاشیه تابع FD(d) آن در که (٣ کرد(رابطه تعریف آن برای م توان را C متغیره

است. سال خش شدت ای

FD,S(d, s) = C(FD(d), FS(s)) (٣)

ال چ تابع باشند fS(s) و fD(d) احتمال ال چ تابع با پیوسته ای حاشیه توزیع توابع که فرض این قبول با
(۵) رابطه از و است C مفصل تابع ال چ تابع c درآن که آید م بدست (۴) رابطه از آنها توأم احتمال

شود. م استخراج

fD,S(d, s) = c(FD(d), FS(s))fD(d)fS(s) (۴)

c(u, v) =
∂٢c(u, v)

∂u∂v
(۵)

م باشد. بررس مورد متغير دو حاشيه اي احتمال توزيع توابع v و u فوق معادله در

فرانک ، کلایتون شامل ارشمیدس گروه مرسوم پارامتري يك دوبعدي مفصل توابع از نوع چهار تحقیق اين در
همچون دلايل به گرفته اند قرار استفاده مورد هیدرولوژي تحقیقات در گسترده بطور که جو و گامبل ،

۴Maximum Liklihood
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داده ها بر شده داده برازش احتمال ال چ و تجمع توزیع :٢ جدول

داده ها بر برازش جهت حاشیه ای، توزيع های انتخاب در انعطاف پذيری و آسان ساختار بخش، رضايت کاربرد
همراه به ۶ احتمال ال چ و ۵ تجمع توزیع توابع شد. گرفته به کار آنها میان از تابع ترین مناسب انتخاب و
این در است. شده داده نمایش ٢ جدول در شده ذکر مفصل تابع سه به مربوط همبستگ پارامتر فضای
تماماً روش ي IFM روش شدند. برآورد IFM٧ حاشیه ای استنتاج روش با مفصل توابع پارامترهای تحقیق
متغیره، ي حاشیه ای توزيع های پارامترهای اول مرحله در است. مختلف مرحله دو شامل که م باشد پارامتری
دو با مفصل پارامتر دوم مرحله در سپس م شود، محاسبه درست نمايی حداکثر روش با و جداگانه به صورت
استفاده با است، شده گرفته نظر در پارامتر دو کدام هر برای که FD(d) مدت و Fs(s) شدت حاشیه ای توزیع

:[١٣] م آید بدست زیر درستنمايی اريتم ل تابع نمودن حداکثر از

lnL(d, s;α١, α٢, β١, β٢, θ) = lnLC(FD(d), FS(s); θ) + lnLD(FD(d);α١, α٢)

+ lnLS(FS(s);β١, β٢)
(۶)

توزیع پارامترهای α١, α٢ مقادیر ، سال خش مدت و شدت متغیرهای بیانگر ترتیب به d و s فوق رابطه در
مفصل، تابع همبستگ پارامتر θ شدت، حاشیه ای تجمع توزیع پارامترهای β١, β٢ مدت، حاشیه ای تجمع
درست نمایی اریتم ل LS و مدت توزیع تابع درست نمایی اریتم ل LD مفصل، تابع درست نمایی اریتم ل LC

م باشند. شدت توزیع تابع

شرط احتمال و توأم تجاوز احتمال ۶

حد از همزمان طور به سال خش مدت و شدت مقادير اينكه احتمال متغیره، دو توزیع داشتن اختیار در با
در آب منابع سیستم های مدیریت ارتقای جهت آب منابع مدیران برای را مفیدی اطلاعات شود، بيشتر معين

۵Cumulative Distribution Function
۶Probability Distribution Function
٧Inference Functions for Margins
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مشهد دشت سینوپتی ایستگاه برای ٢٠١٧ -١٨٩٣ آماری دوره در سالیانه SPEI شاخص  زمان سری :١ ل ش

استفاده با م توان نیز را سال خش شرط احتمال توزیع همراه به احتمال این م کند. فراهم سال خش شرایط
عامل شدة کنترل تغییرات قبال در عامل ی تغییر ونگ چ احتمال آنها، اساس بر و تعیین مفصل توابع از
تفصیل به [١٣] در سال خش مدت و شدت شرط احتمال توزیع و توأم احتمال روابط کرد. بررس ر، دی

است. شده بیان

شرط بازگشت دوره و توأم بازگشت دوره ٧

دوره تعیین به نیاز بیشتر هستند، سال خش تأثیر تحت که آب منابع سیستم های مدیریت و برنامه ریزی
هر اساس بر باید سال خش بازگشت دوره لذا .[٢٠] دارد آن مشخصه های اساس بر سال خش بازگشت های
متفاوت دوحالت در سال خش متغیره دو بازگشت دوره تعیین برای شود. تعیین مدت و شدت مشخصه دو
که روابط از خاص آستانه سط از متغیر دو از ی تجاوز یا خاص آستانه سط از متغیر دو همزمان تجاوز

است. شده تشریح [١٣] در روابط این کرد. استفاده م توان شده، ارائه (٢٠٠۶) شیائو توسط

بحث و نتایج ٨

و متوسط سال خش برآورد جهت مقیاس که سالیانه، مقیاس در SPEI سال خش شاخص تحقیق، این در
دوره برای لجستی لوگ توزیع تابع از استفاده با م باشد، آب منابع زمینه در تصمیم گیری حوزه در مرتبط
در آماری دوره طول برای نظر مورد شاخص مبنای بر سال خش وضعیت گردید. برآورد ٢٠١٧ -١٨٩٣ آماری
جو تابع برای درست نمایی اریتم ل مقدار ،٣ جدول در شده خلاصه نتایج به توجه با شده است. ترسیم ل١ ش
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مفصل توزیع توابع برای AIC و RMSE،NS ML، ،θ مایسز، ون کرامر آزمون وآمارة P_V alue مقادیر جدول٣:

و کمتر ٩ کائی آ اطلاعات آماره و خطا٨ مربعات میانگین جذر مقادیر همچنین م باشد. بیشتر توابع بقیه از
است. تابع این برازش برتری دهنده نشان توابع، سایر با مقایسه در جو تابع برای بیشتر نش‐ساتکلیف١٠ آماره
شدت بین همبستگ ساختار مدل سازی و سال خش دومتغیره توزیع تابع ساخت جهت تحقیق این در بنابراین
دومتغیره توزیع ساخت از پس که اساس پارامترهای از ی شد. انتخاب جو مفصل تابع ، سال خش مدت و
توزیع داشتن اختیار در با است. مشخص آستانه از دومتغیر تجاوز توأم احتمال یافت، دست آن به م توان
اطلاعات شود، بيشتر معين حد از همزمان طور به سال خش مدت و شدت مقادير اينكه احتمال متغیره، دو
فراهم سال خش شرایط در آب منابع سیستم های مدیریت ارتقای جهت آب منابع مدیران برای را مفیدی
(FS(٢) = ٠٫٨٣٢۶)٢ از کمتر شدت با SPEI شاخص براساس سال خش وقوع احتمال بخواهیم م کند.اگر

داریم: کنیم، محاسبه را باشد ماه ۴ از بیشتر مدت که درصورت (FS(۵) = ٠٫٩۵٣٣)۵ و

FD(۴) = ٠٫٨٩۴٣, C(FD(۴), FS(٢)) = ٠٫٨١٣٠, C(FD(۴), FS(۵)) = ٠٫٨٨٨٩

۴ از سال خش بودن بیشتر فرض با و ۵ و ٢ از کمتر شدت های با سال خش توأم وقوع احتمال نتیجه در
احتمال تراز خطوط م باشد. P (S ≤ s|D ≥ d′) = ٠٫٣۴۴٣, P (S ≤ s|D ≥ d′) = ٠٫١٠۴٨ ترتیب به ماه
تراز خطوط ل، ش این در واق در که است، شده داده  نشان ٢ ل ش در سال خش مدت و شدت توأم وقوع
سال خش مدت و شدت متغیرهای که آنجا از م باشد. سال خش وقوع مختلف احتمالات دهنده نشان

اهمیت حائز سال خش توأم بازگشت دوره برآورد لذا دارند سال خش ارزیابی و مدیریت در بسزایی نقش
برابر ترتیب به مشهد دشت برای SPEI شاخص براساس سال خش مدت و شدت بیشترین مثال برای م باشد.

محاسبات اساس بر مذکور مدت و شدت با سال خش توأم وقوع احتمال م باشد. سال ١٩ و ٢٣٫٣٩۶١

FS(٢٣٫٣٩۶١) = ٠٫٩٩۵۶, FD(١٩) = ٠٫٩٨٨۴C(FD(١٩), FS(٢٣٫٣٩۶١)) = ٠٫٩٩٠٠

در بازگشت دوره سال خش مدت و شدت این برای همچنین P (D ≥ d, S ≥ s) = ٠٫٠٠۶. با است برابر
T ′
DS = ١٠٠ و TDS = ١۶۶٫۶۶ برابر ترتیب به خاص، آستانه ای از متغیر دو از ی یا توأم تجاوز حالت دو

آستانه از متغیر دو از ی یا توأم تجاوز حالت دو در بازگشت دوره تراز خطوط دهنده نشان ٣ ل  ش م باشد.

٨Root Mean Square Error
٩Akaike Information Criterion

١٠Nash-Sutcliffe
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تابع از استفاده با سال خش توأم وقوع احتمال تراز خطوط با همراه سال خش مدت و شدت پراکنش :٢ ل ش
قرمز) چین (خط داده ها تجربی مفصل توزیع تابع و ( مش ممتد (خطوط جو مفصل

م باشند. مطالعه مورد منطقه برای ١١ (SDF) فراوان و مدت شدت، های منحن واق در که است خاص
شدت تک متغیره بازگشت دوره مقابل در سال خش مدت و شدت شرط بازگشت دوره ۴ ل ش در همچنین

است. شده ترسیم مدت و

نتیجه گیری ٩

مبنای بر سال خش مدت و شدت از متغیره دو آماری توزیع ساخت اصول و سال خش تحلیل تحقیق این در
مفصل، توابع از استفاده با سال خش متغیره چند تحلیل گرفت. قرار بررس و مطالعه مورد مفصل توابع
منظور این برای م شود. حاصل را مطمئن تری و دقیق تر نتایج پدیده، این متغیره تک تحلیل های جای به
مشهد، دشت سینوپتی ایستگاه ٢٠١٧ -١٨٩٣ آماری دوره طول در ماهیانه دمای و بارش از استفاده با
مقادیر توزیع تابع برازش، نکویی آزمون اساس بر شد. برآورد سالیانه مقیاس در SPEI سال خش شاخص
داده شدند. تشخیص مناسب سال خش مدت و شدت حاشیه ای توزیع های ایجاد جهت یافته تعمیم حدی
سایر با مقایسه در جو مفصل تابع آماره ها، ر دی و مایسز ون کرامر برازش نکویی آزمون از استفاده با همچنین
دوره و وقوع احتمال سپس و ساخت نمایان حاشیه ای توزیع های بر برازش در را بهتری نتایج شده بررس توابع
برای شده بررس دوره طول در سال خش شدت بیشترین آمد. بدست مطالعه مورد منطقه برای توأم بازگشت 
وقوع احتمال لذا م باشد. سال ١٩ برابر سال خش این با متناظر مدت و ٢٣٬٣٩۶١ برابر مطالعه مورد منطقه

١١Severity-Duration-Ferquncy
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آستانه ای از متغیر دو همزمان تجاوز حالت در سال خش مدت و شدت توأم بازگشت دوره تراز خطوط :٣ ل ش

(ب). خاص آستانه ای از متغیر دو از ی تجاوز حالت در و (الف) خاص

مقادیر حالت برای متغیره تک بازگشت دوره مقابل در سال خش مدت و شدت شرط بازگشت دوره :۴ ل ش

(ب). مدت مختلف مقادیر حالت برای و (الف) شدت مختلف
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تجاوز حالت دو در متغیرها این توأم بازگشت دوره که بود خواهد ٠٬٠٠۶ برابر مذکور مدت و شدت برای توأم
نتایج شد. برآورد سال ١٠٠ و ١۶۶٬۶۶ برابر ترتیب به خاص، آستانه ای از متغیرها از ی تجاوز یا و همزمان
دوره مقادیر در تغییر به منجر غالباً شرط و توأم بازگشت دوره از استفاده اینکه به توجه با م دهد نشان حاصل
با همبستگ دارای که سال خش مدت و شدت متغیر دو بازگشت دوره بررس رو این از ردد، می بازگشت
م توان به راحت مفصل، توابع از استفاده با همچنین نم شود. توصیه متغیره تک به صورت هستند، ر دی ی
رفتار بهتر درک و شناخت باعث امر این که کرد مدل سازی را هیدرولوژی پدیده متغیرهای بین همبستگ
ارتقای جهت آب منابع مدیران برای را مفیدی اطلاعات و م شود سال خش مانند هیدرولوژی پدیده های

م کند. فراهم سال خش شرایط در آب منابع سیستم های مدیریت
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آن کاربرد و کاپولا توسط بیمه گری ریس های وابستگ سازی مدل

مال توانگری درمحاسبه

٣ ر ، کاشان جنات ٢ س.ا مل پور، ١ ش آراء،

سامان بیمه اکچوئری مدیریت

یده چ

ابلاغ بیمه شرکت های به مرکزی بیمه توسط که مال توانگری نامه آیین ، مال نظارت طرح اجرای راستای در

متقابل اثر و ریس ها همبستگ ه حالی در م کند. مال توانگری حاشیه محاسبه به ملزم را شرکت ها شده،

استقلال بر فرض مال توانگری نامه آیین در دارد، (VaR) خطر معرض در ارزش محاسبه در مهم نقش آنها

کاپولا است. برخوردار زیادی اهمیت از یرد ب نظر در را همبستگ این که مدل ارائه بنابراین است. ریس ها

معتبر شرکت های از بسیاری اکنون هم که م باشد ریس ها بین همبستگ بررس در مفید ابزارهای از ی

م برند. بهره VaR محاسبه برای داخل روش عنوان به آن از دنیا

ثالث شخص و بدنه نامه های بیمه در بیمه گری ریس بین وابستگ کاپولا، از استفاده با مقاله این در

از استفاده با VaR برآورد برای محاسبات روش ی سپس است. شده مدل سامان بیمه شرکت در اتومبیل

۶٩ نامه آیین بر مبتن نتایج با VaR برآورد همچنین، است. شده پیشنهاد قبل، مرحله در شده برازش کاپولای

است. شده مقایسه
١sh_ara@samaninsurance.ir
٢

٣
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کردن مدل با م تواند و م باشد نیز بیمه ای ریس های سایر به تعمیم قابل مقاله، این در شده ارائه روش

خاص پیچیدگ های به توجه با کند. برآورد دقیق صورت به را VaR مختلف، رشته های ریس بین وابستگ

برد. بهره VaR برآورد برای داخل روش عنوان به آن از م توان دارد، روش این که

کاپولا. ، همبستگ خطر، معرض در ارزش ، مال توانگری حاشیه کلیدی: کلمات

مقدمه ١

تمام بیمه صنعت در تقریبا که است تحولات جمله از امروز دنیای در مال نظارت به فن نظارت از حرکت
توانمندی بیمه، شرکت های برای رقابت سالم فضای ایجاد ضمن که نظارت م شود. دیده پیشرو کشورهای
طریق از تا دهد م قرار ناظر نهاد اختیار در را معیاری و م کند کنترل آت تعهدات برآوردن در را آنها مال
را بیمه شرکت های فعالیت بر نظارت تنها نه امر این بردارد. شرکت ها بندی رتبه در را قدم اولین بتواند آن
چندان دو صنعت این به را جامعه افراد اعتماد میتواند مال سازی شفاف ابزار عنوان به ه بل م سازد میسر
افزایش جهت در را خود تلاش تمام که م دهد سوق سمت به را شرکت ها ، مال افشاگری حقیقت در کند.
تحولات و تغییر سبب امر این دهند. انجام بازار در فعال حضور و مشتری جذب برای مال توانگری سط

شد. خواهد شرکت ها ریس مدیریت در

را ان ام این است تعهدات پوشش در شرکت آن توانایی دهنده نشان که بیمه شرکت ی مال توانگری
از اعم بیمه گر، تعهدات پوشش برای بیمه شرکت های سرمایه و منابع دارايی ها، مشخص شود تا م سازد فراهم
شاخص ها مهمترین و اصل ترین از ی مال توانگری حاشیه خیر. یا م کند کفایت بلندمدت و کوتاه مدت
شماره نامه آیین مطابق ایران بیمه شرکت های در شاخص این است. شرکت ی مال توانگری ارزیابی در
ریس های نامه آیین این در م شود. منتشر ایران اسلام جمهوری مرکزی بیمه تایید از پس و محاسبه ۶٩
هر (VaR) خطر معرض در ارزش محاسبه روش و گرفته قرار توجه مورد بیمه گری و بازار اعتباری، ، نقدینگ
است نشده گرفته نظر در ۶٩ نامه آیین در که مهم نکات از ی اما است. شده بیان ریس ها این از کدام

است. آنها همبستگ ضریب و ریس ها میان ارتباط

محاسبه در دقت عدم ، وابستگ عدم فرض و نیستند مستقل ر دی ی از ریس ها عمل در که است واض پر
و مرگ نرخ بر تواند م منطقه ی در سوزی آتش وقوع مثال طور به داشت. خواهد پی در را توانگری حاشیه
نامه های بیمه با مستقیم ارتباط ثالث بیمه های در خسارت وقوع یا و باشد تاثیرگذار زندگ های بیمه در میر
ریس های دارد، وجود همبستگ شده عنوان ریس های از مجموعه زیر هر در اینکه بر علاوه دارد. بدنه
عمر بیمه های در ریزش نرخ بر م تواند بهره نرخ تغییر مثال عنوان به دارند ارتباط نیز ر دی گروه با گروه ی

١٠٢
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باشد. گذار تاثیر انداز پس و

نیز Solvency II استاندارد در که است خط همبستگ ریس ها، میان رابطه گرفتن نظر در برای روش ی
ریس های خصوص به و ریس ها میان غیرخط رابطه نم تواند روش این ول است. شده استفاده آن از
از اکچوئری مطالعات از بسیاری در اخیرا جهت، همین به کند. بیان خوبی به را بیمه ای مختلف رشته های

است. شده استفاده ریس ها میان همبستگ کردن مدل برای کاپولا توابع

میر، و مرگ از ناش زیان برآورد بیمه ای، ریس های میان همبستگ اندازه گیری برای را کاپولا توابع [١۴]
برای کاپولا توابع از [١۴] براین علاوه دادند. پیشنهاد اتکایی قراردادهای گذاری قیمت و هزینه ها تعدیل
اتکایی قراردادهای در را کاپولا از استفاده اهمیت [١۵] کردند. استفاده تجمع خسارتهای اعتبار تخمین

کردند. استفاده ذخائر مقدار ارزیابی برای کاپولاها از [۵] همچنین دادند. نشان

بالاتر سرمایه ای و بیان را ریس ها تجم تواند م کاپولا برمبنای مدل ی که دادند نشان [٨] [١٣] ،[۶]
بوت روش سه از [١٢] مشابه طور به کند. برآورد را م شوند فرض مستقل ریس ها آن در که حالت از
بیمه ای ذخائر تعیین برای را آن و کرده استفاده همبستگ ها کردن مدل برای وکاپولا عموم شوک استرپ،

برد. کار به

خسارت (متوسط Tvar ریس اندازه گیری معیار از استفاده با را پرتفولیو کل به تخصیص قابل سرمایه [٧]
[٢٠] نیز اخیرا کردند. برآورد (FGM) مورگنشترن گامبل— — فارل کاپولای و توانگری) عدم وضعیت در
ذخائر مقدار آن بوسیله و برده ار ب انفرادی بیمه های خسارت داده های روی را پارامتری نیمه کاپولای مدل
بیمه ای خسارتهای ذخائر خط مدل های و متغیره دو کاپولای از استفاده با [١٧] کردند. پیش بین را خسارت
نشان بیمه ای مختلف محصولات کردن مدل در را برنتین کاپولای انعطاف [٩] طرف از آوردند. بدست را

داد.

بین همبستگ گرفتن نظر در با VaR برآورد برای داخل مدل کاپولا، روش از استفاده با تحقیق این در
از پس ، واق در م شود. ارائه — سامان بیمه شرکت در اتومبیل— ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت های
برآورد برای نیز روش ی کاپولا، توسط اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارات توام توزیع کردن مدل

با روش این نتایج مسئله بهتر بیان برای است. شده پیشنهاد م باشد، شده برازش کاپولای بر مبتن که VaR

است. شده مقایسه ۶٩ نامه آئین از شده استخراج نتایج

شده داده شرح هستند مواجه آن با بیمه گران که ریس هایی انواع ابتدا تحقیق، روش و مقاله شرح بخش در
ریس هر برای مقدار این برآورد اهمیت و (VaR) خطر معرض در ارزش احتمالات مفهوم سپس، است.

بین وابستگ کردن مدل در آنها توانایی و کاپولا از مختلف انواع خاصیت ادامه، در است. شده بیان بیمه ای
است. گرفته قرار بحث مورد بیمه ای های ریس

داده های از ی هر به مناسبی پارامتری توزیع درستنمایی ماکزیمم روش اساس بر ابتدا نیز، نتایج بخش در
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وابستگ کردن مدل برای توزیع ها این از سپس است. شده برازش اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت
است. شده برآورد VaR مقدار سرانجام و است شده استفاده کاپولا توسط ها خسارت بین

تحقیق روش و مقاله شرح ٢

اند شده داده توضیح است مواجه آن با بیمه گر ی که بیمه ای ریس های مختلف انواع ابتدا بخش، این در
کاپولا انواع ی هر ویژگ نیز، ادامه در است. شده بیان ریس هر به مربوط خطر معرض در ارزش مفهوم و

است. گرفته قرار تحلیل مورد بیمه ای مختلف ریس های بین همبستگ کردن مدل در

از نقدینگ ریس های ، عملیات ریس های اعتباری، ریس های بازار، ریس های بیمه گری، ریس های
آمده اند، نیز ۶٩ نامه آیین در که ریس ها این است. مواجه آن با بیمه گر ی که هستند ریس هایی جمله

شده اند. داده شرح و تعریف زیر در

که است بیمه ای کار و کسب ریس های به مربوط ریس این صدور): (ریس بیمه گری ریس های ‐
جدا هم از متفاوت ماهیت خاطر به زندگ غیر و زندگ بیمه های ریس های معمولا دارد. مختلف انواع
استانداردهای از برخ در البته اند. شده داده نشان ١ ل ش در ریس ها این دسته بندی م شوند. بررس
شود. م محاسبه و گرفته نظر در جداگانه طور به درمان بیمه های ریس Solvency II جمله از توانگری

سهام، بهره، نرخ ریس های م توان آنها جمله از که دارد مختلف انواع ریس این بازار: ریس های ‐
برد. نام را ارز و مستغلات و املاک

اعتباری ریس واق در م آید. وجود به داد قرار طرف قصور از که است ریس اعتباری: های ریس ‐
دهد. انجام را قرارداد تعهدات نتواند یا و نخواهد قرارداد طرف که است این از ناش

شامل ریس این م شود. ناش سازمان داخل فرآیندهای نقصان از ریس این : عملیات های ریس ‐
…م شود. و انسان خطاهای ، مدیریت اشتباهات تقلب،

(دارایی ها نقدینگ جریان خالص و دارایی ها شوندگ نقد قدرت به ریس این : نقدینگ ریس های ‐
م شود. مربوط جاری) بده های منهای جاری

VaR به مربوط مفاهیم ٢ . ١

با بیمه شرکت ی که را هایی ریس و تعهدات دقیق ساختار است لازم مال توانگری حاشیه محاسبه برای
(VaR) خطر معرض در ارزش مفهوم از اینکار برای نماییم. محاسبه را آنها بدقت و بشناسیم است مواجه آن

اندازه گیری برای مهم بسیار معیار ی شده، معرف ١٩٩٠ دهه در خطرکه معرض در ارزش شود. م استفاده
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بیمه گری ریس مختلف اجزای :١ ل ش
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است شده مشخص ها داده ال چ تابع روی در VaR مقدار :٢ ل ش

برای را انتظار مورد زیان بیشترین خطر معرض در ارزش ند. می بیان عدد ی وسیله به را آن و است ریس
نماید. م گیری اندازه — معین اطمینان سط در —و ( زمان (افق آینده در مشخص زمان بازه ی

شود: م گرفته درنظر پارامتر دو خطر معرض در ارزش تعیین برای

١ − α اطمینان سط (آ)

نظر مورد زمان افق (ب)

مثال، عنوان به دارد. بستگ نظر مورد زمان افق و زیان احتمال به خطر معرض در ارزش اندازه گیری واق در
کرد: توصیف نیز زیر فرمول صورت به م توان را VaR

P (∆pt ≤ −V ar(α)) = α

است. t و t − ١ زمان فاصله در پرتفو سود یا زیان ∆pt = pt − pt−١ و t زمان در پرتفو ارزش Pt درآن که
α برابر حداکثر باشد VaR از بیشتر آت زمان در پرتفو ارزش کاهش اینکه احتمال که کند م بیان فوق رابطه
زیان احتمال توزیع تابع FL(l) و آت زمان بازه در پرتفو زیان(خسارت) تصادف متغیر L اگر بنابراین است.

آید: م دست به زیر فرمول از VaR باشد، (خسارت)

V aR١−α = inf{l ∈ R : P (L > l) ≤ α} = inf{l ∈ R : FL(l) ≥ ١ − α}

داریم: باشد پیوسته احتمال توزیع تابع اگر و

V aR١−α = F−١)١ − α)
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ارزش حقیقت در م شود. داده نمایش q با و است F احتمال توزیع تابع α−١ام چندک F−١(١−α) آن، در که
متعددی روش های است. α بحران درسطوح (خسارت) زیان احتمال توزیع تابع چندک خطر، معرض در

نمود: تقسیم زیر دسته های به را آنها م توان که دارد وجود خطر معرض در ارزش محاسبه برای

کوواریانس واریانس‐ روش های ‐

تاریخ سازی شبیه روش های ‐

مونت‐کارلو شبیه سازی روش ‐

اندازه تاریخ اطلاعات از استفاده با را متغیرها ارتباطات و نوسانات تغییرات، واریانس–کوواریانس، روش
تاریخ اطلاعات از تاریخ سازی شبیه روش دهد. م ارائه VaR برآورد برای آماری مدل ی و کرده گیری

استفاده واق در گیرد. م بهره آینده در سازی شبیه و بین پیش برای مستقیم طور به آنها از و کرده استفاده
روش به نیز مونت‐کارلو شبیه سازی شد. خواهد تکرار آینده در گذشته روند که است معنا بدین روش این از
داده از استفاده بجای که است این در روش دو این اصل تفاوت دارد. زیادی شباهت تاریخ سازی شبیه
برآورد برای تصادف نمونه های از مونت‐کارلو روش در آینده، در گذشته روند تکرار فرض و گذشته های

م شود. استفاده خطر معرض در ارزش

از ی هر برای که VaR برآورد که م شود باعث داده ها بین همبستگ وجود متغیره، چند داده های در اما
دقیق برآورد اینکه برای ر، دی عبارت به باشد. نداشته را لازم کارایی م گیرد انجام جداگانه طور به ها متغیر

راستا، این در کنیم. مدل نیز را آنها بین وابستگ و داده ها توام توزیع که است لازم باشیم، داشته VaR از
در باشد. م آن اساس بر VaR مقدار استنتاج و متغیره چند توام توزیع یافتن برای توانمند ابزاری کاپولا
مورد غایی داده های بین همبستگ کردن مدل در ی هر ویژگ و شده تعریف کاپولا از مختلف انواع ادامه،

است. گرفته قرار تحلیل

کاپولا ٢ . ٢

این به و سازد م را ها داده متغیره چند توزیع متغیره، ی توزیهای ترکیب با که است ریاض کاپولاروش
زمان C : [٠,١]٢ → [٠,١] تابع ی ، ریاض بیان به است. مناسب ها داده همبستگ کردن مدل برای ترتیب

دارد: را زیر ویژگیهای که کاپولاست تابع ی

C(u,٠) = C(٠, v) = ٠ هستند برقرار روبرو های عبارت ٠ ≤ u, v ≤ ١ هر برای (آ)

C(u,١) = u,C(١, v) = v (ب)

اینصورت در باشد، v١, v٢, u١, u٢ ∈ [٠,١];u٢ ≥ u١, v٢ ≥ v١ اگر همچنین (ج)

C(u٢, v٢)− C(u١, v٢)− C(u٢, v١) + C(u١, v١) ≥ ٠

١٠٧



١٠٨ ر. ، کاشان جنات س.ا.، مل پور، ش.، آراء،

م باشد [٠,١] بازه در کاپولا در متغیرها از ی هر تعریف دامنه که است مشخص بالا تعریف های اساس بر
وابستگ ساختار م توانیم ویژگ این کم به م باشد. نواخت ی ها متغیر از ی هر حاشیه ای ال چ و

اگر که داد نشان (١٩۵٩) لار اس کنیم. تعیین را متغیره چند توزیع تابع ی حاشیه ای ال های چ بین
C کاپولای تابع ی آنگاه باشد، F٢(X٢) و F١(X١) حاشیه ای توابع با متغیره دو توام توزیع تابع F (X١, X٢)

دارد: وجود زیر بصورت

F (X١, X٢) = C(F١(X١), F٢(X٢))

داریم: بالا معادله طرف دو از مشتق گیری با که

∂٢F (X١, X٢)

∂X١∂X٢
=
∂٢C(F١(X١), F٢(X٢))

∂F١∂F٢
× f١(X١)f٢(X٢) = C(ũ)×Π٢

i=١fi(Xi)

C(ũ) و ũ = (u١, u٢) و ui = Fi(Xi) و Fi ال چ تابع fi آن در که

توزیع تابع هر که م دهد نشان لار اس قضیه باشند، پیوسته متغیرها که هنگام کاپولاست. ال چ تابع
شود. داده نشان بالا معادله فرم به وابستگ ساختار ی و حاشیه ای تابع ی با م تواند متغیره چند احتمال
استفاده با تا ی صورت به را آن م توان و تاست ی کاپولا آنگاه باشند، پیوسته حاشیه ای توزیع های همه اگر
منحصر ویژگ های دارای آنها از ی هر که دارد مختلف انواع کاپولا اما کرد. بیان حاشیه ای توزیع های از
اختصار به کاپولا مهم انواع از برخ زیر در م باشد. غایی داده های بین وابستگ کردن مدل در فردی به

است. شده داده شرح

نرمال کاپولای ‐
است: کرده بیان زیر بصورت را نرمال کاپولای توزیع تابع [١٩]

CGa(u١, u٢; ρ) = Φp(ψ
−١(u١), ψ

−١(u٢)) ρ ∈ (−١,١)

ضریب با متغیره دو استاندارد نرمال توزیع تابع Φp و متغیره تک استاندارد نرمال توزیع تابع ψ آن در که
غایی داده های بین همبستگ کردن مدل توانایی کاپولا این است. ها متغیر بین ρ خط همبستگ

شود). مراجعه ٣ ل ش (به ندارد را ( کوچ یا و (بزرگ

‐استیودنت ت کاپولای ‐
اند: کرده تعریف زیر بصورت را استیودنت ت کاپولای توزیع تابع [١١]

Ct
νρ(u١u٢) = Tνρ

(
t−١
ν (u١), t

−١
ν (u٢)

)
ρ ∈ (−١,١), ν > ٠

ها، داده بین خط همبستگ ضریب مقدار ρ استیودنت، ت متغیره دو استاندارد توزیع تابع Tν آن در که
دادند نشان [١١] است. استیودنت ت متغیره تک توزیع در معکوس توزیع تابع t−١

ν و آزادی درجه ν
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بین همبستگ همچنین و بزرگ غایی مقدارهای بین همبستگ تواند م استیودنت ت کاپولای تابع که
.( ٣ ل کند(ش مدل همزمان طور به را کوچ غایی مقدارهای

کلایتون کاپولای ‐
بیشتر کوچ غایی داده های در وابستگ آن در که نحوی به است نامتقارن توزیع دارای کاپولا تابع این

م باشد. بزرگ غایی مقدارهای دنباله در وابستگ از

Cθ(u١, u٢) = [Max(u−θ
١ + u−θ

٢ − ١,٠)]−
١
θ

شود. م تعریف زیر بصورت آن مولد تابع و باشد م توزیع پارامتر θ آن در که

Ψ(t) = (١/θ)(t−θ − ١) θ ∈ [−١,∞)

گامبل کاپولای ‐
وابستگ کلایتون کاپولای برخلاف و است نامتقارن توزیع دارای کلایتون کاپولای تابع مانند کاپولا این

م کند. مدل خوبی به را بزرگ غایی مقدارهای در

Cθ(u١, u٢) = exp
{
−
[
(− lnu١)

θ + (− lnu٢)
θ
] ١

θ

}
θ ∈ [١,∞)

م باشد. Ψ(t) = (− ln t)θ مولد تابع دارای کاپولا تابع این

است این نرمال کاپولای عمده ال اش ول هستند متقارن دو هر نرمال و استیودنت ت کاپولای بنابراین،
م شود. استفاده نرمال کاپولای از کمتر واقع دنیای در جهت همین به و نم کند مدل را غایی مقادیر که
ول م کند. مدل خوبی به را کوچ مقدارهای یا و بزرگ مقدارهای در متغیرها بین وابستگ τ کاپولای

نیز آزادی درجه پارامتر ی ،ρ خط همبستگ ضریب بر علاوه است این استیودنت ت کاپولای عمده ایراد
و بزرگ غایی داده های بین وابستگ ترتیب به نیز کلایتون و گامبل کاپولاهای شود. برآورد باید که دارد

م کند. مدل خوبی به را کوچ

τ همراستایی ضریب نظیر متغیرها همراستایی سنجش معیارهای با کاپولا توابع در شده گفته پارامترهای اما
است. شده اشاره آنها به ادامه در که دارند ارتباط اسپیرمن ρ همبستگ ضریب و کندال

م تعریف زیر صورت به کندال τ همراستایی ضریب ، (X,Y ) تصادف متغیر جفت هر برای کندال: τ

شود:

ρτ (X,Y ) = P{(X − X̄)(Y − Ȳ ) > ٠} − P{(X − X̄)(Y − Ȳ ) < ٠}

همراستایی احتمال کندال τ پیداست، تعریف از که همانطور باشد. م ها متغیر میانگین (X̄, Ȳ ) آن در که
پیوسته تصادف متغیرهای (X,Y ) کنیم فرض حال م کند. کم آنها همراستایی غیر احتمال از را ها متغیر

١٠٩



١١٠ ر. ، کاشان جنات س.ا.، مل پور، ش.، آراء،

[T] [گامبل]

یتون] [کلا [نرمال]

های داده بین وابستگ کردن مدل برای نرمال کاپولای است. شده داده نشان ها داده بین همبستگ کردن مدل در کاپولا از مختلف انواع توانایی :٣ ل ش
برای ترتیب به کلایتون و گامبل کاپولای کند. م مدل خوبی به را کوچ های مقدار همچنین و بزرگ های مقدار در وابستگ T کاپولای نیست. مناسب غایی

دارند. کاربرد کوچ های داده و بزرگ های داده در وابستگ کردن مدل

شود. م تعریف زیر صورت به کندال τ اینصورت در باشند،

ρτ (X,Y ) = ۴
∫ ∫

[٠,١]٢
C(u, v)dC(u, v)− ١

م باشند. Y و X متغیرهای تجمع توزیع تابع ترتیب به G و F که هستند v = G(Y ) و u = F (X) آن در که

زیر صورت به G و F حاشیه ای تجمع های توزیع با Y و X تصادف متغیرهای برای مقدار این ρاسپیرمن:
بیان به است. خط همبستگ ضریب دهنده نشان ρ آن در که ρS(X,Y ) = ρ(F (X), G(Y )) م شود: محاسبه
و م گیرد. اندازه را Y و X تصادف متغیرهای توزیع تابع بین خط همبستگ ضریب اسپیرمن) ρ) ρ

S
ر دی

م شود: محاسبه زیر صورت به پیوسته تصادف متغیرهای برای

ρS(X,Y ) = ١٢
∫ ∫

[٠,١]٢
uvdC(u, v)− ٣

شده اند. ذکر کاپولا با اسپیرمن ρ و کندال τ رابطه ١ جدول در

نتایج ٣

در را ها داده این اریتم ل شود، مشخص بهتر اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت بین ارتباط اینکه برای
ل ش اساس بر است. شده داده نمایش آن ای‐هیستوگرام نقطه نمودار ۴ ل ش در و کرده محاسبه ١٠ مبنای
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کاپولا از مختلف انواع در کندال τ همراستایی ضریب و اسپیرمن ρ همبستگ ضریب با ρ خط همبستگ ضریب بین رابطه :١ جدول

کاپولا اسپیرمن ρ کندال τ

نرمال کاپولای ۶
π arcsin(ρ/٢)

٢
π arcsin ρ

استیودنت ت کاپولای ‐ ٢
π arcsin ρ

کلایتون کاپولای ‐ θ
θ+٢

گامبل کاپولای ‐ ١ − ١
θ

راست سمت به چول دارای اتومبیل بدنه و ثالث شخص بیمه در خسارات مقدار اریتم ل هیستوگرام ، ۴
ثالث و بدنه بیمه خسارت های اریتم ل بین مثبت همبستگ وجود همچنین، باشد. م بزرگ) های (مقدار
بدنه بیمه خسارت های اریتم ل برابر در (Y ) ثالث شخص بیمه خسارت های اریتم ل واق در است. مشخص

است: زیر رگرسیون معادله دارای (X)

Y = ۴٫٣ + ٠٫٣٧X

م شود: انجام زیر مراحل خسارت داده های اریتم ل به کاپولا برازش برای است. ٠٫٣۶ با برابر R٢ ومقدار

خسارت داده های به پارامتری توزیع ی برازش ‐

از مرتب زوج ی دهنده نشان (X,Y ) اگر خسارت ها، از ی هر برای تجمع توزیع تابع مقدار محاسبه ‐
توزیع تابع ترتیب به G و F و باشند شده بیمه فرد ی برای اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت های
(u, v) = (F (X), G(Y )) آنگاه باشند، اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت به شده برازش تجمع

توزیع است، شده برازش ثالث شخص و بدنه خسارت داده های اریتم ل به که مختلف توزیع های بین از
توزیع این است. داشته را برازش بهترین درستنمایی ماکزیمم معیار اساس بر یافته گسترش غایی مقادیر

است: زیر احتمال ال چ تابع دارای م شود داده نشان GEV (ξ, µ, σ) با که

f(x) =
١
σ
t(x)ξ+١e−t(x)

t(x) =

{(
١ +

(
x−µ
σ

)
ξ
)− ١

ξ if ξ ̸= ٠
e−(x−µ)/σ if ξ = ٠

توزیع تابع نمودار است. آمده برآوردها معیار انحراف همراه به شده برآورد های پارامتر ٢ جدول در
در آنها به شده برازش GEV تجمع توزیع تابع و ال چ تابع همراه به خسارت داده های اریتم ل تجربی
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است. شده رسم ثالث شخص بیمه خسارت اریتم ل برابر در بدنه بیمه خسارت اریتم ل نقطه ای نمودار :۴ ل ش

شده برآورد پارامترهای همراه به خسارت داده های اریتم ل به شده برازش توزیع های :٢ جدول
−١٢٢٫١٩٨ درستنمایی اریتم ل – بدنه خسارت داده های اریتم ل به شده برازش GEV توزیع

برآورد معیار انحراف برآورد پارامتر

٠٫٠٠۴٨ −٠٫٠۵١ ξ

٠٫٠٢١ ٠٫٣٨٢٠ σ

٠٫٠٢٩ ۶٫٩٧۶٢ µ

−١٠٩٫٣٣۵ درستنمایی اریتم ل ثالث‐ شخص خسارت داده های اریتم ل به شده برازش GEV توزیع

برآورد معیار انحراف برآورد پارامتر

٠٫٠٣١٩ −٠٫٠٧٠ ξ

٠٫٠١٨٧ ٠٫٣۶٨ σ

٠٫٠٢٧٧ ۶٫٩٠۵ µ
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برازش GEV ال چ تابع ترتیب به ب و الف خسارت. های داده به شده برازش توزیع تابع و ال چ تابع :۵ ل ش

توزیع تابع نیز د و ج های نمودار باشند. م اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت های داده اریتم ل به شده
دهند. م نشان را شده برازش GEV های

خسارت داده های اریتم ل تجربی توزیع تابع و شده برازش تابع های مقایسه از است. شده رسم ۵ ل ش
دارند. ر دی ی با زیادی انطباق خسارات اریتم ل تجربی توزیع و شده برازش توزیع که است مشخص

داده های اریتم ل از ی هر برای توزیع تابع این مقدار خسارت، داده های اریتم ل توزیع تعیین از پس
و بدنه بیمه خسارت های اریتم ل دهنده نشان ترتیب به (X,Y ) اگر یعن است. شده محاسبه خسارت
تجمع توزیع تابع ترتیب به G(Y ) و F (X) که است. (u, v) = (F (X), G(Y )) آنگاه باشد، ثالث شخص

های زوج تعیین از پس م باشد. اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت های اریتم ل به شده برازش
داده به شده برازش T کاپولای در شود. م برازش آنها به کاپولا دیده، خسارت افراد برای (u, v) مرتب
است. شده برآورد ν = ٢۵٫۶٢ آن آزادی درجه و ρ = ٠٫٣٧ پارامتر درستنمایی، ماکزیمم معیار اساس بر ها
نیز ۶ ل ش در است. (u, v) مرتب های زوج بین خط همبستگ ضریب ρ که است یادآوری به لازم
از پس است. شده داده نمایش داده ها به شده برازش T کاپولای از شده سازی شبیه تصادف نمونه ١٠٠٠
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T کاپولای از شده شبیه سازی نمونه های :۶ ل ش
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ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت های توام توزیع از شده شبیه سازی نمونه های :٧ ل ش

معکوس های توزیع تابع کم به را مرتب زوج های این کاپولا، تابع از (u،v) مرتب زوج های شبیه سازی
: یعن م کنیم. تبدیل اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت توزیع از نمونه هایی به G−١ و F−١

x = F−١(u), y = G−١(v)

در م شود. شبیه سازی ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت های توام توزیع از نمونه ی ترتیب این به و
شده اند. داده نشان داده ها این هیستوگرام و نقطه ای نمودار ٧ ل ش

(VaR) خطر معرض در ارزش محاسبه ‐
نمونه هر اساس بر و شده سازی شبیه کاپولا از نمونه m تعداد شده، بیمه فرد ی VaRدر برآورد برای
سپس . ؟؟) (جدول است آمده دست به اتومبیل ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت ازمجموع برآوردی

شود. م گرفته نظر در VaR برآورد عنوان به ها نمونه این ٩٩٫۵٪ چندک
گیرد، م نظر در VaR محاسبه در را ثالث شخص و بدنه خسارات بین وابستگ کاپولا اینکه به توجه با
کند. برآورد تر دقیق را VaR مقدار — ۶٩ نامه آیین و II Solvency با مقایسه در — که است طبیع
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برآورد سال ی در داده رخ خسارات مجموع روی VaR مقدار ۶٩ نامه آیین در که داشت توجه باید اما
بر شده VaRبرآورد نتیجه، در شود). م ضرب ریس فاکتور در سالیانه خسارات (مجموع شود م
خسارت فرد ی برای که — کاپولا اساس بر شده برآورد VaR با مستقیم طور به ۶٩ نامه آیین اساس
متوسط ،۶٩ نامه آیین و کاپولا بر مبتن روش های نتایج مقایسه برای نم باشد. مقایسه قابل است— دیده
سازی شبیه و است شده سازی شبیه کاپولا توسط مختلف افراد برای اتومبیل ثالث شخص و بدنه خسارت
پیدا ادامه شود ۶٩ نامه آیین خسارت های اندازه به مختلف افراد خسارت متوسط مجموع که جایی تا

یعن .(٣ (جدول است کرده

است شده برآورد آن برای VaR و آمده ۶٩ نامه آیین در که خسارات =
n∑

i=١
z̄t

برای ∑n
j=١(x

j
i + yji ) های مقدار آمده، ٣ جدول در که ویی ال اساس بر ها خسارت سازی شبیه از پس

بر ها خسارت مجموع برای VaR مقدار نمونه، m این اساس بر و اند شده محاسبه نیز i = ١,٢, . . . ,m

است. شده برآورد کاپولا اساس
سال —در بدنه و ثالث نامه های بیمه نگهداری سهم پرداخت خسارت مجموع سامان، بیمه شرکت در
این برای VaR مقدار نیز ۶٩ نامه آیین اساس بر است. بوده ریال ٣۴٧,٠۵١,٢٣٨,٧۶٠ مبل —٩٣
جدول در نیز کاپولا اساس بر VaR برآورد است. شده برآورد ریال ۴٩١,۵٩٠,۴٢٩,۶٢۶ مبل خسارت
تقریبا برآوردهای کلایتون و نرمال T، کاپولای م دهد، نشان ۴ جدول که همانطور است. شده آورده ۴
ر دی انواع از آمده دست به برآوردهای از بزرگتر گامبل کاپولای نتایج ول دارند. VaR برای را مشابه
مناسب تری برازش گامبل کاپولای شده، انجام برازش ویی نی آزمون های به توجه با البته است. کاپولا

م باشد. معتبرتر آن توسط آمده دست به VaR برآورد و است داشته داده ها به را

متلب افزار نرم توسط VaR محاسبه برای کامپیوتری نویس های برنامه و کاپولا برازش که است ذکر به لازم
است. شده انجام R افزار نرم توسط کاپولا برازش ویی نی آزمون همچنین است. شده انجام

پیشنهادات و گیری نتیجه ۴

ثالث شخص و بدنه بیمه خسارات به مربوط تحقیق این در استفاده مورد داده های که داشت نظر در باید
مناسب سیاست های به توجه با که است طبیع باشد. م سامان بیمه شرکت در —١٣٩٣ سال در — اتومبیل
بیمه این در داده رخ خسارت ثالث، شخص بیمه های در ویژه به و اتومبیل خسارات کنترل در سامان شرکت
سامان بیمه شرکت در نامه ها بیمه این خطر معرض در ارزش نتیجه، در باشد. برخوردار کمتری نوسان از نامه ها

م گردد. برآورد بیمه صنعت خطر معرض در ارزش از کمتر
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شخص و بدنه بیمه های خسارت از نمونه m تعداد فرد هر از .VaR محاسبه برای شده گرفته های نمونه :٣ جدول
که است شده داده نمایش (xji , y

j
i ) مرتب زوج با ام jفرد از شده گرفته نمونه iامین است. شده سازی شبیه ثالث

ثالث شخص و بدنه بیمه در داده رخ خسارت دهنده نشان ترتیب به y و x و باشد م ١ ≤ i ≤ m,١ ≤ j ≤ n

نامه آیین در که است خسارات با برابر ∑n
j=١ z̄

j و است شده داده نشان z̄j با jام ستون های داده میانگین هستند.

است. شده برآورد آن برای VaR و آمده ۶٩

افراد

فرد ١ فرد ٢ فرد n− ١ فرد nام

*۴ ده
ش

ی
ساز

بیه 
ش

ی
ها

ونه 
نم

١ (x١
١, y

١
١) (x٢

٢, y
٢
٢) … (xn−١

١ , yn−١
١ ) (xn١ , y

n
١ )

٢ (x١
٢, y

١
٢) (x٢

٢, y
٢
٢) … (xn−١

٢ , yn−١
٢ ) (xn٢ , y

n
٢ )

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

m (x١
m, y

١
m) (x٢

m, y
٢
m) … (xn−١

m , yn−١
m ) (xnm, y

n
m)

کل میانگین z̄١ = x̄١ + ȳ١ z̄٢ = x̄٢ + ȳ٢ … z̄n−١ = x̄n−١ + ȳn−١ z̄n = x̄n + ȳn

شده برآورد ۶٩ نامه آیین و کاپولا روش دو اساس بر ثالث شخص و بدنه بیمه خسارت مجموع برای VaR :۴ جدول

p-value مقدار شده اند. آورده مربوطه های ستون در آن برای شده برآورد کندال τ و کاپولا هر پارامترهای است.
است. آمده آخر ستون در نیز کاپولا برازش ویی نی آزمون برای

روش VaR پارامتر برآورد τکندال p-value

۶٩ نامه آیین اساس بر ۴٩١,۵٩٠,۴٢٩,۶٢۶

T کاپولای اساس بر ۴٠۴,۴٠۶,٣٧١,١١٢ ν = ٢۵٫۶, ρ = ٠٫٣٧ ٠٫٢٣۵۵ ٠٫١١۶۴

نرمال کاپولای اساس بر ۴٠٩,٩٩٩,١۶٠,٢٣٧ ρ = ٠٫٣٧ ٠٫٢٣۵۵ ٠٫٢٨۵٢

کلایتون کاپولای اساس بر ۴٠٣,٣٠۵,٨٠۵,٧٣١ θ = ٠٫٣ ٠٫١٣٠۴ ٠٫٠٠١۴

گامبل کاپولای اساس بر ۴١٩,۶٧٧,٧۶٠,٢٨٣ θ = ١٫٣ ٠٫٢٣٠٧ ٠٫٣۶٣١
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بر اتومبیل ثالث شخص و بدنه نامه های بیمه خطر معرض در ارزش ،۶٩ نامه آیین در که است حال در این
سیاست های و بیمه صنعت در زیاد نوسان وجود به توجه با م شود. برآورد بیمه صنعت کل ریس اساس
است گونه ای به ۶٩ نامه آیین در شده گرفته نظر در ریس فاکتورهای مختلف، بیمه شرکت های در متفاوت
گفته دلایل م کند. برآورد مطلوبی نحو به نیز را ریس پر شرکت های در خطر معرض در ارزش مقدار که
از تری کوچ برآوردهای به کاپولا از استفاده ،۶٩ نامه آیین با مقایسه در چرا که م کند توجیه بالا در شده

م شود. منجر خطر معرض در ارزش

است. نشده گرفته نظر در ریس ها بین همبستگ ضریب ۶٩ نامه آیین در که داشت توجه باید کل حالت در
انتظار بیمه ای، مختلف رشته های در خسارت بین مثبت خط همبستگ ضریب وجود صورت در بنابراین،
کاپولا اساس بر برآورد این مقدار از تر کوچ ۶٩ نامه آیین در شده برآورد خطر معرض در ارزش که داریم
کاپولا که م شود موجب بیمه ای مختلف رشته های در خسارت بین منف همبستگ وجود همچنین، باشد.
شده گفته عبارات البته باشد. داشته را خطر معرض در ارزش از تری کوچ برآوردهای ۶٩ نامه آیین به نسبت
پارامترهای و ۶٩ نامه آیین ریس فاکتورهای برآورد برای سان ی داده های از که است برقرار صورت در

شود. استفاده کاپولا

برآورد برای داخل روش ی عنوان به و قدرتمند ابزاری عنوان به م تواند کاپولا که گفت م توان مجموع در
ریس های بین همبستگ گرفتن نظر در با کاپولا گیرد. قرار استفاده مورد شرکت هر خطر معرض در ارزش
معرض در ارزش م دهد. ارائه را شرکت هر به منحصر خطر معرض در ارزش از دقیق برآوردهای مختلف،
۶٩ نامه آیین اساس بر شده برآورد خطر معرض در ارزش از کمتر یا بیشتر م تواند بیمه گر هر به منحصر خطر

آمده اند. دست به بیمه صنعت کل نوسانات اساس بر بیمه ای رشته های ریس فاکتور آن در که باشد

مراج

به خطر معرض در ارزش محاسبه گام چهار فرآیند تبیین ،(١٣٩٢) سعید، فتح زینب، سجادی [١]
گذاری، سرمایه سازی بهینه مدل ی در آن سازی پیاده و ریس گیری اندازه برای ی معیار عنوان

.١-١٣ صفحه بیستم، شماره ششم، سال بهادار، اوراق تحلیل مال دانش پژوهش علم نامه فصل

بیمه، های شرکت در مال توانگری بر نظارت و ریس مدیریت مبان ،(١٣٩٣) بهنام، شهریار [٢]
صفحه. ۴٢۵ بیمه، ده پژوهش انتشارات

بین وابستگ ساختار وجود با ریس معرض در ارزش برآورد مهرداد، حیران غلامرضا، حداد کشاورز [٣]
زمستان ،۴ شماره ،۴٩ دوره اقتصادی، تحقیقات کاپولا، توابع بر مبتن رهیافت : مال های بازده

.٨-٩٠٢۶٩ صفحه ،١٣٩٣
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